17. Berliner Tag der Mathematik 2012
Wettbewerb Stufe I: Klassen 7 und 8

Aufgabe 1

Zwei Extrem-Jogger verlassen bei Sonnenaufgang ihre jeweilige Heimatstadt und laufen mit jeweils konstanter
Geschwindigkeit aufeinander zu. Um 12 Uhr mittags begegnen sie sich, wobei jeder Liufer mit gleichbleiben-
der Geschwindigkeit in der bisherigen Richtung weiterlduft. Beide Jogger erreichen die Heimatstadt des jeweils
anderen um 16 und um 21 Uhr. Wann war der Sonnenaufgang? (10P)

Losung

Variante 1: Sei ¢ die Zeit bis zum Treffen in M. Sei a die Geschwindigkeit des Joggers, der in Stadt A startet und
Stadt B um 16 Uhr erreicht. Sei b die Geschwindigkeit des Joggers, der in B startet und um 21 Uhr in A ankommt.
Der erste Jogger bendtigt ¢ Stunden fiir die Strecke AM, wihrend der zweite Jogger dieselbe Strecke in 9
Stunden schafft. Es ergibt sich ta = 9b. Analog argumentiert man tb = 4a durch Betrachten der Strecke MB.
Multiplikation beider Gleichungen ergibt t>ab = 36ab. Es folgt t> = 36, also ¢t = 6. Folglich ging die Sonne
um 6 Uhr auf.

Variante 2: Sei ¢t immer noch die Zeit bis zum Treffen in M und seien a, b die Geschwindigkeiten der beiden
Jogger.

Man beschreibe die Linge der Strecke AB auf drei Arten. Es gilt |AB| = (a + b)t, da beim Treffen im Punkt
M beide Jogger zusammengefasst die Strecke AB gelaufen sind. Zudem gilt |AB| = a(t + 4), da der erste Jogger
fiir die Gesamtstrecke ¢ + 4 Stunden benétigt. Analog gilt |AB| = b(t + 9).
Also

a(t+4)=(a+b)t=b(t+9)= 2 (t+4)= (9+1) t=1+09.

b b

Bezeichne r := a/b, dann folgt r (t +4) = (r + 1)t = t + 9. Die Gleichung r (t +4) = (r + 1) ¢ liefert ¢ = 4r.
Die Gleichung (r + 1)t = t + 9 bringt 7t = 9, also 4r> = 9. Es folgt 7 = 3/2 und t = 4r = 6. Also ging die
Sonne um 6 Uhr auf.

Aufgabe 2

In Deutschland wird auf die meisten Waren eine Mehrwertsteuer von 19% erhoben. So kostet z. B. eine Jeans
statt der urspriinglich veranschlagten 50 € (dem sog. Nettopreis) im Laden 59,50 €. Letzteren nennt man den
Bruttopreis. Die zusitzlich eingenommenen 9, 50 € flieBen in die Staatskasse und werden u. a. zur Férderung des
Mathematikunterrichts eingesetzt.

Zwei Mobelgeschifte A und B werben nun im Rahmen eines Sonntagsverkaufs damit, die Mehrwertsteuer
nicht zu erheben. Da dies ungesetzlich ist, entscheiden sich beide fiir einen 19%-igen Rabatt auf alle Waren, wobei
sie aber unterschiedlich vorgehen: Geschift A gibt den Rabatt auf den Nettopreis und schligt dann die Mehrwert-
steuer auf. Geschift B dagegen meint, das entspreche nicht der Erwartung der Kunden, und gibt deshalb den Rabatt
auf den Bruttopreis, der bereits die gesetzliche Mehrwertsteuer enthilt.



a) Angenommen, der Nettopreis eines Schrankes ist in Geschift A und Geschift B gleich. Um wieviel Prozent
liegt der Endpreis beim Sonntagsverkauf in Geschift B unter oder iiber dem, den Geschift A verlangt? (3P)

b) Mobelgeschift C sind all diese Rechnungen zu kompliziert. Deshalb verkauft es den gleichen Schrank zum
Nettopreis, ohne die Mehrwertsteuer zu erheben. Um wieviel Prozent teurer oder billiger ist der gleiche
Schrank in Geschift A im Vergleich zu dem Schrank in Geschift C? (3P)

c) Das Verhalten von Geschift C ist zwar gesetzwidrig, stimmt aber genau mit dem Werbeversprechen iiberein.
Wieviel Prozent Rabatt miiite Geschiift A geben, damit im Endpreis derselbe Effekt entsteht wie bei Geschiift
C? (4P)

Losung

a) Variante 1: Sei W der Wert des Schrankes, also der Nettopreis. Seien W, und W jeweils der durch die
Rabattaktion entstehende Preis in den Geschiften A und B. Von einem Preis 19% abzuziehen, bedeutet diesen mit
0.81 zu multiplizieren. Mochte man dagegen 19% zu einem Preis hinzufiigen, multipliziert man ihn mit 1,19. Das
heiit, W4 = W - 0.81 - 1.19 = Wp, da Multiplikation kommutativ ist.

Variante 2: Wieder sei W der Nettopreis des Schrankes. Von diesem zieht A zundchst 19% ab, und addiert zum
Ergebnis 19%. Das heilit, im Geschift A bezahlt man W4 = W — % W + % . (W — % W) Durch geschicktes
Ausklammern erhilt man die elegantere Form
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Dagegen addiert B zunichst 19% zu W und zieht von diesem Ergebnis 19% ab. Daher zahlt man in B
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Das heif3t, sowohl im Geschift A als auch im Geschift B zahlt man den gleichen Preis.

b) Im Geschift C' zahlt man den Nettopreis W fiir den Schrank, wihrend man in A den Preis W4 = W-0.81-1.19
bezahlt. Im Laden A zahlt man also

W — Wy
%4
weniger als im Laden C'. Mit Variante 2 aus (a) erhilt man ebenso
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=1-0.81-1.19 =0.0361 = 3,61%

= 3,61%.

¢) Sei x der gesuchte Prozentsatz. Der Endpreis aus der Methode von Laden A soll dem Nettopreis entsprechen.
Daher muss W =W - (1 — z) - 1.19 gelten.

Durch Umstellen der Gleichung ergibt sich
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Aufgabe 3

a) In der Ebene seien zwolf Punkte gegeben, von denen keine drei auf einer Geraden liegen. Kann man immer
vier Dreiecke mit diesen Punkten als Ecken finden, so dass die ,,gefiillten* Dreiecke paarweise disjunkt
zueinander sind, d. h. sich keine zwei der vier Dreiecksflichen iiberschneiden? (6P)

b) In der Situation von (a) habe sich jemand schon am Anfang ein Lieblingsdreieck ausgesucht, das keine
anderen Punkte als seine drei Eckpunkte enthilt. Kann man dann immer noch garantiert drei weitere Dreiecke
mit den restlichen neun Punkten als Ecken finden, so dass, wie in (a), alle vier ,,gefiillten* Dreiecke paarweise
disjunkt zueinander sind? (4P)

Hinweis: Je nach Antwort soll die Losung einen Beweis (einer allgemeingiiltigen Aussage) oder ein geeignetes
Gegenbeispiel enthalten.

Losung

a) Die Antwort ist ,,Ja*: Man wihle eine Gerade g, die zu keiner der Verbindungsgeraden FP; PP; parallel ist. Durch
Verschieben der Geraden teilt man die Ebene in vier zueinander parallele Streifen, die jeweils drei Punkte enthalten.
Diese drei Punkte verwende man jeweils zum Bilden eines Dreiecks.

b) Ein mogliches Gegenbeispiel ist folgendes: Man wihle ein ,,groes* Dreieck ABC, legt nah an die Kante AB
einen Punkt, und die verbleibenden 8 Punkte nah an die Kante AC'.

Aufgabe 4

Eine genau und kontinuierlich (d.h. nicht sprunghaft) laufende Uhr zeigt O Uhr.
a) Wann werden das erste Mal danach wieder Stunden- und Minutenzeiger genau iibereinander stehen?  (3P)

b) Die Uhr hat auch noch einen Sekundenzeiger. Wann werden das erste Mal nach 0 Uhr alle drei Zeiger genau
tibereinander stehen? (4P)

c) Weil der schnelle Lauf des Sekundenzeigers den Konstrukteur zu sehr an das schnelle Verstreichen seiner
Lebenszeit mahnte, beschloss er, sich selbst zu betriigen: Er verlangsamte diesen (aber nur diesen!) Zeiger auf
ein Fiinftel der Geschwindigkeit. Wenn der so manipulierte Sekundenzeiger einen ganzen Kreis abgelaufen
war, so waren jetzt also bereits fiinf Minuten vergangen. Wann stehen jetzt alle drei Zeiger nach 0 Uhr zum
ersten Mal genau iibereinander? (3P)

Losung

Variante 1 (kurz)

a) Sei x die Stellung des Stundenzeigers zum gesuchten Zeitpunkt in 12 Stunden gemessen (d.h. 3 Stunden wiir-
den sich nach x = 1/4 iibersetzen). Diese Zahl x entspricht also der Anzahl der Umdrehungen des Stundenzeigers.

Der Minutenzeiger ist 12 mal schneller als der Stundenzeiger. Also hat der Minutenzeiger zum gesuchten
Zeitpunkt 12z Runden geschafft. Das Ubereinanderstehen der Zeiger bedeutet nun, dass der Minutenzeiger eine
ganze Anzahl von Runden plus die mit dem Stundenzeiger gemeinsamen x Runden geschafft hat. Dies iibersetzt
sich in die Bedingung 12x — x € Z, also 11z € Z. Die kleinste Losung ist z = 1/11, d.h. es sind 12/11 Stunden
bzw. eine Stunde und 5,45 Minuten vergangen.



b) Sei z definiert wie in Teil (a). Dann haben wir wegen des Stunden- und Minutenzeigers erneut die Bedingung
11z € Z.

Der Sekundenzeiger ist insgesamt 720 mal schneller als der Stundenzeiger. (Wahrend der Stundenzeiger in 12
Stunden die Uhr einmal umkreist, dreht der Sekundenzeiger in jeder der 12 - 60 = 720 Minuten je eine Runde.)
Damit ergibt sich mit derselben Begriindung wie in (a), dass 720x — x € Z sein muss, also 719z € Z.

Die Zahlen 11 und 719 sind teilerfremd. Also muss x € Z gelten, damit die Bedingungen 11x,719x € Z
zugleich erfiillt sein kdnnen. Das heif3t, der Stundenzeiger muss eine ganze Anzahl von Runden umkreisen, damit
alle drei Zeiger die gleiche Lage haben. Die Losung ist folglich 12 Uhr.

¢) Im Unterschied zu (b) ist der Sekundenzeiger nur noch 720/5 = 144 mal schneller als der Stundenzeiger.
Dadurch wird die Bedingung 719z € Z durch 143 x € Z ersetzt. Da 11 ein Teiler von 143 ist, ist diese Bedingung
mit 11x € Z automatisch erfiillt. Wir erhalten also dieselbe Losung wie in (a).

Variante 2 (ausfiihrlich)

a) Sei xg; die Stellung des Stundenzeigers in 12 Stunden gemessen. Steht zum Beispiel die Uhr auf 3 Uhr, so ist
xgy = 3/12 = 1/4, was bedeutet, dass der Stundenzeiger eine viertel Umdrehung geschafft hat. Weiterhin sei s
die Stellung des Minutenzeigers in 60 Minuten gemessen. Lautet die Uhrzeit 5 Uhr 20, so ist x;; = 20/60 = 1/3.
(Bemerkung: Die Stundenanzahl hat keinen Einfluss auf die Position des Minutenzeigers!)

Die gesuchte Zeit, bei der Stunden- und Minutenzeiger iibereinander stehen (xg; = xj7), konnen wir in der Form

h Stunden und m Minuten

schreiben, wobei h € Zund m € Rmit 0 < h < 12,0 < m < 60 gilt. Es ist dann
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Die Gleichung zg; = x s liefert durch Umformen h = 11m/60. Die erste Uhrzeit nach 0 Uhr, bei der xg; = xps
gilt, erhalten wir durch die Wahl i = 1, was m = 60/11 = 5,45 liefert. Die Losung lautet folglich, dass eine
Stunde und 5, 45 Minuten vergehen miissen.

b) Offenbar stehen alle drei Uhrzeiger iibereinander, wenn die Uhr 12:00 anzeigt. Im folgenden wird gezeigt,
dass es keinen fritheren Zeitpunkt geben kann, an dem dieser Zustand vorliegt. Seien dazu xg; und x; wie in (a)
definiert. Weiterhin sei xg. die Stellung des Sekundenzeigers in 60 Sekunden gemessen. Angenommen, es géibe
einen fritheren Zeitpunkt, an dem alle Uhrzeiger iibereinander stehen. Dann suchten wir nun den ersten Zeitpunkt
nach 0 Uhr, bei dem zg; = s = x5, gilt. Dieser liee sich in der Form

h Stunden, m Minuten und s Sekunden

schreiben, wobei h,m € Zund s € Rmit 0 < h < 12,0 < m < 60und 0 < s < 60 gilt. Es wire dann
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Umformen der Gleichung xj; = xg. lieferte
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Dies fiihrte zusammen mit der Bedingung zg; = xg. Zu
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Also 59h = 11m. Da 59 und 11 teilerfremd sind, miifite 59 Teiler von m sein, was nur m = 0 oder m = 59
zulieBBe, da m < 60. Im ersten Fall erhielten wir die Uhrzeit 0:00. Im zweiten Fall ergébe sich h = 11, m = 59
und s = 60, im Widerspruch zu s < 60. Also kann es keinen solchen fritheren Zeitpunkt geben. Die Losung lautet
somit 12 Uhr.

¢) xg:und x); seien wie zuvor definiert. Im Unterschied zu Teil (b) beschreibe x g, die Stellung des Sekunden-
zeigers in 300 Sekunden gemessen, so dass eine Umdrehung dieses Zeigers 5 Minuten entspricht. Nun suchen wir
erneut den ersten Zeitpunkt, so dass xg; = xps = x g, erfiillt ist, und schreiben diesen in der Form

h Stunden, m Minuten und s Sekunden,

wobei h,m € Zunds € Rmit0) < h < 12,0 <m < 60und 0 < s < 60 gilt. Dann gilt
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Die Gleichheit xj; = x g liefert s = % -m. Analog zu (b) fiihrt dies zusammen mit der Bedingung xs; = xg. Zu
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Wie in (a) erhalten wir die erste Uhrzeit, indem wir h = 1 setzen. Damit folgt m = 5 sowie s = 300/11 = 27, 27.
Also ist die Losung

1 Stunde, 5 Minuten und 27, 27 Sekunden.

Dies entspricht der Zeit des Aufgabenteils (a).



