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Schiilerin: ,,Der Fehler ist am kleinsten, wenn der Abstand d
unendlich klein aber nicht 0 ist, etwa so:

0,0. .. unendlich viele Nullen ... und dann eine Eins."
Gibt es iiberhaupt solch eine unendlich kleine Zahl? Was ware,
wenn wir sie hatten?
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Eine neue Zahl . ..

Nennen wir diese unendlich kleine Zahl 6.

e Sie kann nicht reell sein, denn bei reellen Zahlen folgen hinter
dem Komma zunachst hdchstens endlich viele Nullen (auRer
bei 0).

® Da sie sehr niitzlich ist, soll 6 zur Menge R hinzugefiigt
werden.

e Und mit § soll genauso genauso gerechnet werden kénnen wie
mit den reellen Zahlen.
Das bedeutet . ..
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...und was daraus folgt.

e Man kann sie zu jeder reellen Zahl r addieren: r + 0.
® Es gibt ihre Produkte mit reellen Zahlen: r - 6.

e Und es gibt sidmtliche anderen rechnerischen Kombinationen,
die auch mit reellen Zahlen r, s usw. moglich sind, z.B.

r(6 —15), 5%, auch Potenzen wie 0"

® Es gibt ihre additive Gegenzahl —¢ und ihre multiplikative
Kehrzahl % = A.

A muss unendlich grol sein!

Aber was heilit unendlich gro?
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Uber das Unendliche

Es gibt verschiedene Vorstellungen davon, was unendlich ist.
® Die Menge R geht bis ins Unendliche, aber keine reelle Zahl ist

unendlich groB.
R ist potentiell unendlich, denn man kann zu immer groBeren
reellen Zahlen weitergehen, ohne je an ein Ende zu kommen.

® Die Zahl A ist aktual unendlich. Sie ist ,wirklich” unendlich
grols.

Aber wo beginnt das Unendliche?
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Ubergang endlich <— unendlich

Es ist nicht angebbar, wo dieser Ubergang stattfindet,
® denn nimmt man an, r sei die groRte endliche Zahl,

® dann kann man immer z. B. 1 addieren, aber r + 1 ware immer
noch eine endliche Zahl.

Ganz entsprechend kann man auch nicht angeben, welche die
kleinste unendliche Zahl ist.
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Infinite Streckung
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Po(1; 1), Pi(1+6; (1+6)?) h=3, v=25+6
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Funktionsgraph und Tangente
fir x =146 gilt:

Parabel:
y=1+26+4°

Gerade mit m = 2:
y=1+426

Unterschied: 62
Hier nicht darstellbar!

Bei infiniter VergroBerung am Beriihrpunkt sind Funktionsgraph

und Tangente graphisch nicht mehr unterscheidbar, sondern fallen
zusammen.
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Axiome der Erweiterung von R nach *RR

| Erweiterungsprinzip
® R ist eine Untermenge von *IR, die Ordnungsrelation x < y in
R ist eine Untermenge der Ordnungsrelation in *R.
® Es gibt eine hyperreelle Zahl, die groRer als null ist, aber
kleiner als jede positive reelle Zahl.
® Zu jeder reellen Funktion f gibt es die dazugehdrige hyperreell
erweiterte Funktion *f mit derselben Anzahl Variabler.
Il Transferprinzip
® Jede reelle Aussage, die fiir eine oder mehrere reelle
Funktionen gilt, gilt auch fiir die hyperreelle Erweiterung dieser
Funktionen.
[l Standardteilprinzip
® Jede finite hyperreelle Zahl ist infinitesimal benachbart zu
genau einer reellen Zahl.

Damit ist der Kérper R zum Kaérper *R der hyperreellen Zahlen
erweitert.
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Hyperreelle Zahltypen

Man unterscheidet verschiedene Typen hyperreeller Zahlen:

¢ Infinite Zahlen (A, B, T, ..., Q) besitzen einen unendlich
groBen Betrag.
e Finite Zahlen sind alle Zahlen, die nicht infinit sind.
Dazu gehdren insbesondere
® reelle Zahlen,
* infinitesimale Zahlen («, 3, 7, ..., w) mit einem unendlich
kleinen Betrag (kleiner als jede positive reelle Zahl).
0 ist die einzige reelle Zahl, die auch infinitesimal ist.
Mit der Erweiterung nach *IR erfahren auch die Teilmengen IN, Z
und Q eigene Erweiterungen zu *IN, *Z und *Q.
Insbesondere bleibt die Eigenschaft, in *IN zdhlen zu kénnen,
erhalten.
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*R und die Zahlengerade

Nur an ihrer Bezeichnung ist erkennbar, welche Menge eine
Zahlengerade darstellt.

| | | | | | | | |

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 Q

| | | | | | | | |

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 R

| | | | | | | | | *

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 R
I T T TN A N N R N T S N S R «
-Q —Qf2 -3 -101 3 Qon R

Wo der Ubergang endlich — unendlich stattfindet, ist nicht
angebbar.
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Infinitesimale Zahlen auf der Zahlengeraden
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Infinite Zahlen auf der Zahlengeraden

R

= o
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Rechnen mit hyperreellen Zahlen

® Beim Rechnen mit hyperreellen Zahlen ist nicht immer das
konkrete Rechenergebnis von Interesse.

® Wichtig ist dagegen haufig die Abschatzung, ob ein Term eine
finite, eine reelle, eine infinitesimale oder eine infinite Zahl

beschreibt.
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Addition
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Subtraktion
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Multiplikation
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Division
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Reeller (Standard-) und infinitesimaler Teil

Jede finite hyperreelle Zahl kann man eindeutig zerlegen in einen
reellen Teil (Standardteil) und einen infinitesimalen Teil.
Annahme, es gibe fiir eine finite Zahl f zwei Zerlegungen r + «
und s + 3, dann gilt

r+a = s+ 0
r—-s = f—a«o
reell = infinitesimal

0 ist die einzige reelle Zahl, die auch infinitesimal ist, die Zerlegung
ist eindeutig.

r = RT(f) ist der reelle Teil (Standardteil) der hyperreellen Zahl f,
er ist mit den Grundrechenarten vertriglich.
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Reeller Teil — Vertraglichkeit mit den Grundrechenarten

Beispiel Addition:

Gegeben: Zwei finite Zahlen a=r+aund b=s+
Es gilt also r = RT(a) und s = RT(b)

Fir ihre Summe a + b gilt dann

RT(a+b) = RI((r+a)+(s+p))=RIT(r+s+a+p5)
= r+s=RT(a) +RT(b).
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Infinitesimale Nachbarschaft — Das Zeichen ~

m= % Steigung zwischen infinitesimal benachbarten Punkten,
f'(x) ~ % Steigung des reellen Funktionsgraphen.
Also:

m:M:2+a:2:f’(1)
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dx, dy, ... als Infinitesimalzahlen
dy =y2—»

dx = x» — x1

dy y2—n
f, ~ = — =
(x) = m dx xp—Xxq

Im Gegensatz zur Standardanalysis gilt hier:

dx, dy usw. sind infinitesimale Zahlen, mit denen gerechnet
werden kann.
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Ableitung der Quadratfunktion

Allgemeiner Punkt: Py(x; x?)
Infinitesimal benachbarter Punkt: Py(x + dx; (x + dx)?)

_dy (x+dx)? = x>  2-x-dx+ (dx)?

= = = =2 d
M= ax (x + dx) — x dx X ax

f'(x) = RT(m) = RT(2x + dx) = 2x Ableitung!
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Ableitung anderer Potenzfunktionen

Beispiel Kubikfunktion:
Punkte P1(x; x3) und Py(x + dx; (x + dx)3)

dy (et d)’ o
Codx (x+dx)—x
2 . 2 3
= 3x dx+3xd(dx) + (dx) :3x2+3x-dx+(dx)2
X

py(x) = RT(m)=RT(3x*+ 3xdx + (dx)?) = 3x



Einleitung Neue Zahlen Regeln Hauptsatz Konstr.

o] [e]e] o] o] 000000

0000 oe

[e]e] o]
000 0000
0000000 [e]e]
[e]e]

Beispiel Potenzfunktion 4. Grades:
Punkte P1(x; x*) und Py(x + dx; (x + dx)*)

dy (x + dx)* — x*
odx (x+dx)—x
4x3 - dx + 6x2(dx)? + 4x(dx)3 + (dx)*

dx
= 4x3 +6x% dx + 4x(dx)? + (dx)*

pa(x) = RT(m) = RT(4x> + 6x>(dx) + 4x(dx)? + (dx)*) = 4x3
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Berechnung der Potenzregel

Punkte Pi(x; x™) und Pa(x + dx; (x + dx)")

dy  (x4dx)" —x"

dx  (x+dx)—x

n-x""1. dx + Summanden mit mind. (dx)?
dx

= nx""1 + Summanden mit mind. dx

ph(x) = RT(m)=RT(nx""! + Summanden mit mind. dx) = nx""!
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Summenregel

Es sei s(x) = fi(x) + f2(x)

dy  s(x+dx)—s(x)

dx (x 4+ dx) — x

f(x + dx) + f(x + dx) — (A(x) + f(x))

dx

dx dx

s'(x) = RT(m)=A(x)+H(x)

fi(x + dx) — f1(x) N f(x + dx) — f(x)

Konstr.
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Zahlenfaktorregel
Essei z(x) = k- f(x), ke R
_dy _ z(x+dx) —z(x) _ k- f(x+dx) —k-f(x)
dx (x+dx)—x dx
. f(x + dx) — f(x)

dx

Z(x) = RT(m)=k-f(x)
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Produktregel
AL
y2 +dy2 =
f2(x)
Gr,/ [f(x) - fa(x) ~
N ) AG) 0D | |+ da
ya|i|fa(x+ d¥)
G,
"

relative Verdnderung: % =

Reeller Teil: (

f(x)
fi(x+dx)-fa(x+dx)—fi(x)-f2(x)
dx

_ f1(x (/X) fl( x) ) f’)(X)+ f(X+d;(),
- X

Konstr.
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SRS (fa(x + dx) — fz(X))

dx

fa) (x) = () - £0x) + £ (x) - fi(x) +0
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Kettenregel

Essei f = gohmit f(x) =y = (goh)(x)=g(h(x)) = g(z),
g und h differenzierbar.

Anderung von x um infinitesimales dx # 0 dndert z um
infinitesimales dz.

H(x) = RT(%) g'(z) = RT(d—y) gesucht: f/'(x) = RT(Q)
dy dy dz dy dz
RT(5 RI(G o) — BT (d ) RI(Z)

= £(2) H(x) = &/(h(x)) - W (x), falls dz # 0

Falls dz = h'(x) =0, dann ist g(z) = g(z + dz), also ist auch
¢(z) = dy =0.

Also ist die Ableitung der Verkettung auch in der Form

0 = g'(h(x)) - O richtig.
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Flache unter einer Parabel

. = 73((3a)° + (52)
\ /

. = 7((32)7

+ (%3)2

+ (%a)2

s (17 +22+32+4%) = 4

+(32)%)

3
3 (12+22+32) %3321'2

=1

(72)%)
b5
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Aroo, = 052((3052)° + (5552)° + (352)° + - + (1552)” = 7o @’ Z /

i=1

Aroo, = ti5a((1852)% + (553)% + (352)% + ...+ (}2a)? = g a° _Zliz
=

N—1
_ 1.3 2 3(N-1)N@2N-1) _ 1 3(N-1)N(2N-1) _ 13
AN, = 332 Zl’ N3a 6 =54 N-N-N ~3a
=
N
_ 1.3 2 1 3N(N41)(2N+1) l 3N(N+1)(2N+1) 1.3
AN, =3 21T = 3 6 =59 N-N-N ~3a
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Hauptsatz der Analysis
vA

xtdx

><v

A

f(x)-dx < F(x+dx) — F(x) < f(x +dx) - dx.

F(x + dx) — F(x)
dx
Fiir den reellen Teil gilt die Gleichheit: f(x) < F'(x) < f(x).

f(x) < < f(x+dx).
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Folgen als Zahlen

Jede Folge reeller Zahlen ist die Beschreibung einer hyperreellen
Zahl.

Zur Erinnerung: Jede Cauchy-Folge rationaler Zahlen ist die Beschreibung einer
reellen Zahl.

Mit hyperreellen Zahlen wird gerechnet, indem man die
entsprechende Operation mit den reellen Folgengliedern vornimmt.
Damit baut das Rechnen in *RR auf dem Rechnen in R auf.
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Folgen und Zahltypen

Konstante Folgen beschreiben die urspriinglichen reellen
Zahlen (Einbettung von R).

Konvergente Folgen beschreiben finite, nicht reelle, Zahlen.

Nullfolgen beschreiben infinitesimale Zahlen.

® Divergente Folgen beschreiben infinite Zahlen.
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Aquivalenzklassen

Zwei Folgen beschreiben dieselbe Zahl, wenn sie in geniigend vielen
Gliedern iibereinstimmen.

D.h.: Endlich viele Abweichungen haben keine Auswirkungen. (Das
ist z.B. wichtig, wenn bei der Division in der Divisorfolge Nullen
auftreten.)

Das reicht aber noch nicht aus, denn . ..
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Unendlich viel Ungeniigendes
Auch Folgen wie

a=(0;1,0;1,0;1;0;1;...) und b=(1,0;1;0;1;0;1;0;...)
beschreiben hyperreelle Zahlen. Das bedeutet
a+b=(1;1;1;1;1;1;1;1;...) und ab=(0;0;0;0;0;0;0;0;...)
und fiihrt auf die Frage

a=0Ab=1 oder a=1Ab=07

Es ist zu festzulegen, ob die geraden oder die ungeraden
Folgenglieder geniigend viele sein sollen. Derartige Filter sind in
weiteren Stufen hinzuzufiigen. Nach dem Zornschen Lemma ist ein
derartiges Vorgehen bis zu einem ultimativen Filter moglich.
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Und was sagt der Rahmenlehrplan?

e Exakte Grenzwertdefinition wird nicht mehr verlangt.
Friiher: ,Fiir einfache konvergente Zahlenfolgen den Grenzwert erkennen
und durch Anwendung der Grenzwertdefinition nachweisen kdnnen, dafl

die erkannte Zahl tatsichlich der Grenzwert ist.”

e .. .inhaltlich anschaulicher Grenzwertbegriff ... "

e ...Die Methoden der Infinitesimalrechnung werden
weiterentwickelt, ... "

e . ..Flichenbestimmung als Grenzprozess einer Ausschopfung
mit infinitesimalen Flachenstiicken (z. B. durch Unter- und
Obersummen). ..."

e . ..Im Leistungskursfach wird der Hauptsatz

geometrisch-anschaulich bewiesen. ..."

Zu Ldsungsvorgaben bei Abituraufgaben: Gleichwertige Lsungen,
die nicht in den amtlichen Lésungen dargestellt sind, sollen
antenrechend bewertet werden



Einleitung Neue Zahlen Regeln Hauptsatz Konstr.

[e] (e]e} [e] [e] O0000e
0000 (e]e]
(ele} [e]
000 0000
0000000 e]e]
(e]e]

Li “ne

HONGUHIT

Thomas Bediirftig - Peter Baumann Peter Baumann
Volkhardt Fuhrmann Hrsg. Thomas Kirski BER MATHEMATIK
Uber die Elemente Infinitesimal-
dx, dy - Einstieg in die Analysis mit der Analysis =
Rt rechnun
[l Standard und g

Nonstandard

&) Springer Spektrum

dx, dy — Einstieg in  Bediirftig, Bau- Baumann, Kirski:  Bediirftig, Muraw-
die Analysis mit in-  mann, Fuhrmann: Infinitesimalrech- ski: Philosophie der
finitesimalen Zah-  Uber die Elemen- nung Mathematik

len, Handreichung te der Analysis

fiir Lehrkrafte,

kostenloser Download bei WWW. N ichtsta ndard .de




	Einleitung "1270
	Neue Zahlen
	Das Unendliche
	Die Axiome
	Die hyperreelle Zahlengerade
	Rechnen mit hyperreellen Zahlen
	Vergrößerungstechnik

	Regeln der Differential- und Integralrechnung
	Quadratfunktion
	Höhere Potenzfunktionen
	Potenzregel
	Weitere Ableitungsregeln
	Integralrechnung

	Hauptsatz der Analysis
	Zur Konstruktion von R

