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Gruppenwirkung

Sie (G, *) eine Gruppe, e das neutrale Element in G und X eine Menge.
Eine Gruppenwirkung ist eine Abbildung, die jedem Element aus G eine

Abbildung von X nach X zuordnet.

G — Abb(X)
g—(g: X — X)

Dabei sollen folgende Eigenschaften gelten:

e(r) =
Vg,h € G: h(g(x)) = (h*g)(z)

X
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Notation
Es seien X eine Menge, (G, *) eine Gruppe und G wirke auf X.

Orbit von zo :  G(xg) = {g(x0) | g € G}
Stabilisator von zg: Gg, = {9 € G | g(xo) = xo}

Fixmenge von go: X, ={z € X | go(z) = '}
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Orbit-Stabilisator-Satz

Es seien (G,*) eine endliche Gruppe, X eine Menge und G wirke auf X.
Dann gilt fiir jedes Element x aus X:

G(z)] - |G.| = |G




Orbit-Stabilisator-Satz

Es seien (G,*) eine endliche Gruppe, X eine Menge und G wirke auf X.
Dann gilt fiir jedes Element x aus X:

G(z)] - |G.| = |G

Beweilsskizze:

Es sei x aus X beliebig und S = {(g,y) € G x X|y = g(z)}.

G>gr—(9,9(z))
= |G| = |S]

Es seien y in G(z) und gy in G,. Dann existiert ein ¢* in G, sodass ¢*(x) = y.
Gz 3 go — (9" * 9o, y)

o (6" * 90)(z) = g"(g0(x)) = ¢*(z) = p
— 3 6] =19
‘. yeG ()

= [G(2)] - |G| = |G




(zleichheit von Orbits

Elemente aus dem gleichen Orbit, haben den gleichen Orbit.
Es seien z aus X und y aus G(z). Dann gilt:
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Grolse von Stabilisatoren

Die Stabilisatoren von Elementen aus dem gleichen Orbit, sind gleich grofs.
Es seinen x aus X und y aus G(z). Dann gilt:

G| = |Gyl
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Grolse von Stabilisatoren

Die Stabilisatoren von Elementen aus dem gleichen Orbit, sind gleich grofs.
Es seinen x aus X und y aus G(z). Dann gilt:

G| = |Gyl
Beweisskizze:

G(x)| - |Ga| = |G| = |G(y)| - |Gy
= |G(2)] - |G| = |G(2)] - |G,
= ‘G$| — |Gy‘
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Fixmengen und Stabilisatoren Satz

Es seien (G,*) eine endliche Gruppe, X eine Menge und G wirke auf X,
Dann gilt:

Z \G$| - Z ‘Xg|

zeX geCG




Fixmengen und Stabilisatoren Satz

Es seien (G,*) eine endliche Gruppe, X eine Menge und G wirke auf X,
Dann gilt:

Z \G$| - Z ‘Xg|

zeX geCG

Beweisskizze:

Sei T'={(g9,2) € G x X|g(x) = x}.

DXl =TI =) |Gl

gel zeX
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Das Lemma von Burnside

(G, *) sei eine endliche Gruppe und wirke auf eine Menge X. Dann gilt:

1
[ X/G| = @-ZIXQI
geGG
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(G, *) sei eine endliche Gruppe und wirke auf eine Menge X. Dann gilt:
1
X/G| = <l > 1X,]
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Beweisskizze:

S ix, Y

MGl = DY D IGI= > DGy

gel reX Gy)eX/G zeG(y) Gy)eX/G zeG(y)
= > lGWI-1G|= > &l =1x/G|-|q|
G(y)eX/G Gly)eX/G

Fixmengen und Stabilisatoren Satz

Es seien (G,x*) eine endliche Gruppe, X eine Menge und G wirke auf X.
Dann gilt:

D 1G] =) 1X]

zeX gelG
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Grofse von Stabilisatoren

Die Stabilisatoren von Elementen aus dem gleichen Orbit, sind gleich grok.
Es seinen z aus X und y aus G(z). Dann gilt:

|G| = |Gy




Das Lemma von Burnside
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N
=

YoIGel = Y D IGI= D> Y Gy

geG zeX Gy)eX/G zeG(y) Gy)eX/G zeG(y)
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Farbungen eines Wiirfels

definierender Anzahl | Drehwinkel Anzahl | X,
Punkt der Achsen freier Wahlen

Flichenmittelpunkt 3 90° 3 ps
270° 3 23

180° 4 g

Kantenmittelpunkt 6 180° 3 %
Ecke 4 120° 2 Vo

240° 2 i




Farbungen eines Wiirfels

definierender Anzahl | Drehwinkel Anzahl | X,
Punkt der Achsen freier Wahlen
Flichenmittelpunkt 3 90° 3 ps

270° 3 23
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1 3 3 4 3 2 2 o6y _ 240
(3243224320462 44.22 4422425 = T =10
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Farbungen eines Wiirfels

definierender Anzahl | Drehwinkel Anzahl | Xy |

Punkt der Achsen freier Wahlen
Flachenmittelpunkt 3 90° 3 33
270° 3 33
180° 4 3*
Kantenmittelpunkt 6 180° 3 33
Ecke 4 120° 2 32
240° 2 32




Farbungen eines Wiirfels

definierender Anzahl | Drehwinkel Anzahl | Xy |

Punkt der Achsen freier Wahlen
Flachenmittelpunkt 3 90° 3 33
270° 3 3°
180° 4 34
Kantenmittelpunkt 6 180° 3 33
Ecke ! 120° 2 32
240° 2 32
%.(3-33+3-33+3-34+6-33+4-32+4-32+36): %:5?
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Dreiklange

Tonvorrat: T = {c, cis,d, dis, e, f, fis, g, gis, a,ais, h}




Dreiklange

Tonvorrat: T = {c, cis,d, dis, e, f, fis, g, gis, a,ais, h}

Transposition | min. Téne | | X,
id 220
1 12 0
to 6 0
ts 4 0
T4 3 4
s 12 0
te 2 0
tr 12 0
ts 3 4
to 4 0
t1o 6 0
t 12 0




Dreiklange

Tonvorrat: T = {c, cis,d, dis, e, f, fis, g, gis, a,ais, h}

Transposition | min. Téne | | X,
id 220
1 12 0
to 6 0
ts 4 0
T4 3 4
s 12 0
te 2 0
tr 12 0
ts 3 4
to 4 0
t1o 6 0
t 12 0

ty und tg fixieren: {{c, e, gis}, {cis, f,a},{d, fis,ais},{dis,g,h}}.

1 228
— - (22044+4)=—=19
12 ( Ta+d) 12




Dreiklange
Tonvorrat: T = {c, cis,d, dis, e, f, fis, g, gis, a,ais, h}
Reprasentantensystem:
{{c,cis,d},{c, cis,dis}, {c,d,dis}, {c,cis, e}, {c,dis, e},
{67 67’87 f}7 {C7 67 f}7 {67 C?/S, fZS}7 {67 f7 f28}7 {C7 d7 6}7

{C7 d7 f}7 {C7 dzs? f}7 {C7 d? f,l/S}, {C7 e’ fZS}7 {C7 d7 g}?
{c,dis, fis},{c,dis,g},{c,e,g},{c, e, gis}}
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Dreiklange
Tonvorrat: T = {c, cis,d, dis, e, f, fis, g, gis, a,ais, h}
Reprasentantensystem:
{{c,cis,d}, {c, cis,dis}, {c,d,dis}, {c, cis, e}, {c,dis, e},
{67 C?/S, f}? {C7 67 f}7 {C7 C,I/S, f28}7 {C7 f7 f28}7 {C7 d7 6}7

{67 d7 f}’ {C7 dzs? f}7 {C7 d’ f,l/S}, {67 e? fZS}7 {67 d? g}?
{c,dis, fis}, {c,dis, g}, {c,e,g},{c,e, gis}}
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