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PUNKTE
Schule: Team-Nummer:

Aufgabe 1
(Aufgabe (a) : 6 Punkte,

(b) : 4 Punkte)

Louise untersucht den Inhalt ihres Portemonnaies: ,Das ist ja witzig®, sagt sie zu ihrer
Freundin Fabienne, ,ich habe genau fiinf Miinzen. Es sind 1-, 2- und 5-Cent-Miinzen aus
allen drei Benelux-Landern mit drei verschiedenen Préagejahren.”

,Wie geht das denn? Du hast doch nur fiinf Miinzen“, erwidert Fabienne.

Louise erklart: ,Na ja, die Miinzen haben halt mehrere Eigenschaften gleichzeitig. Pass auf,
ich gebe dir ein paar Hinweise:

(1) Es gibt genauso viele Miinzen aus Belgien wie aus den Niederlanden.
(2) Es gibt mehr 2013 gepriagte Miinzen als Miinzen aus Luxemburg.
(3) Es gibt genauso viele 1-Cent-Miinzen wie 2015 gepriagte Miinzen.
(4) Es gibt keine 2019 geprigte 5-Cent-Minze aus Belgien.
(5) Die 5-Cent-Miinzen wurden nicht alle im gleichen Jahr geprégt.
(6) Keine 5-Cent-Miinze wurde 2013 geprégt.
(7) Kein Land ist mehr als zweimal vertreten.
(8) Die 1-Cent-Miinzen kommen aus zwei verschiedenen Léandern.
(9) Die 5-Cent-Miinzen kommen alle aus demselben Land.
(10) Alle Miinzen aus dem Jahr 2013 haben denselben Wert.*

Fabienne tiberlegt, welche Miinzen Louise in ihrem Portemonnaie hat.

(a) Beantwortet die folgenden Fragen. Begriindet dabei jeweils, dass eure Antwort richtig
ist und es keine weitere Moglichkeit geben kann.
(i) Wie viele 1-, 2- und 5-Cent-Miinzen befinden sich jeweils in Louises Portemonnaie?

(ii) Wie viele der Miinzen in Louises Portemonnaie wurden jeweils in den Jahren 2013,
2015 und 2019 geprégt?

(iii) Wie viele der Minzen kommen jeweils aus Belgien, den Niederlanden und Lu-
xemburg?

(b) Gebt den genauen Inhalt von Louises Portemonnaie an, indem ihr Wert, Herkunftsland
und Prégejahr von jeder der fiinf Miinzen nennt. Begriindet, dass eure Losung richtig
ist und es keine weitere Losung geben kann.

Benutzt fiir die Losung bitte die Riickseite und das folgende Blatt.
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Aufgabe 2, Blatt 1

Schule:

Team-Nummer:

PUNKTE

Aufgabe 2: Billard im Kreis

(Aufgabe (a) : 2 Punkte,
(b) : 2 Punkte,
(c) : 3 Punkte,
(d) : 2 Punkte,
(e) : 1 Punkt)

Koénig Alfons der Viertel-vor-Zwolfte legt Wert darauf, sich als Kénig von seinen drei-einhalb
Untertanen abzuheben. Deswegen ist sein Billardtisch nicht rechteckig sondern kreisférmig.
Er versucht auch nicht, die Kugeln in Locher zu beférdern — diese gibt es auch gar nicht
bei seinem Billardtisch. Nein, Konig Alfons versucht, eine Kugel, die am Rand liegt, mit
genug Schwung so anzustoflen, dass sie die Bande in einigen Punkten beriihrt und schliefllich
wieder die Startposition am Rand trifft.

Bei einer Bandenberithrung wird die Kugel wie an einem Spiegel reflektiert. Dabei ist der
Einfallswinkel gleich dem Reflexionswinkel, siehe Bild. Die Grofle des Startwinkels sei a.

Startpunkt

Einfallswinkel

(a) Begriindet, dass die Kugel wieder zum Startpunkt zurtickkehrt, wenn Koénig Alfons
a = 30° wahlt.

(b) Welchen Weg wird die Kugel nehmen, wenn o = 15° betragt? Fertigt eine saubere
Skizze der Kugelbahn an. Diese soll enden, wenn die Kugel das erste Mal wieder an
den Startpunkt am Rand gelangt.

(c) Gebt eine GroBe des Startwinkels o > 30° an, mit der Konig Alfons Erfolg haben wird.
Begriindet eure Antwort.

(d) Der Konig hat inzwischen sehr viel geiibt und schafft es nun immer, dass die Kugel zu
ihrem Startpunkt zuriickkehrt. Er fordert siegessicher Herrn Armel zu einem Spiel her-
aus. Sie diirfen nacheinander jeder einmal die Kugel anstoflen und zéhlen die Punkte,
in denen die Kugel die Bande beriihrt bevor sie zum ersten Mal zu ihrem Startpunkt
zuriickkehrt. Wer mehr Bandenberithrungen hat, gewinnt. Da der Konig aber nicht
gern verliert, besteht er darauf, dass Herr Armel beginnt. Beschreibt eine mogliche
Gewinnstrategie des Konigs.

(e) Jim Knopf fliistert Herrn Armel einen Trick ins Ohr. Und tatsichlich, durch den Trick

von Jim kann der Konig wirklich nie gewinnen. Was konnte Jim Herrn Armel geraten
haben?

Benutzt fir die Losung bitte die Riickseite und das folgende Blatt.



Benutzt dieses Blatt, um Skizzen anzufertigen. Gebt klar erkennbar an, welche
der Skizzen als Losung von Aufgabe (b) gewertet werden soll.
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PUNKTE
Schule: Team-Nummer:
(Aufgabe (a) : 3 Punkte,
Aufgabe 3: Stammbriiche (b) : 4 Punkte,
(c) : 3 Punkte)
Briiche der Form %, wobei n = 1,2,3,... eine beliebige natiirliche Zahl bezeichnet, werden

Stammbriiche genannt. Zwei Stammbriiche, deren Nenner sich um 1 unterscheiden, wollen
wir benachbart nennen. Zum Beispiel sind é und % benachbarte Stammbriiche.

(a)

(b)

1

; und 1, die sich als Summe zweier

Ermittelt alle diejenigen Bruchzahlen zwischen
benachbarter Stammbriiche schreiben lassen.

Begriindet, dass es keine weiteren Losungen gibt.

Untersucht fir jede der vier Bruchzahlen o=, ==, = und

zweier benachbarter Stammbriiche schreiben lésst.
Gebt eine Moglichkeit dafiir an oder begriindet, warum es nicht moglich ist.

107

53630 O sie sich als Summe

Max erklért Moritz, wie er die Summe zweier benachbarter Stammbriiche berechnet:

,Ich erweitere den ersten Stammbruch mit dem Nenner des zweiten und den zweiten
Stammbruch mit dem Nenner des ersten. Die Zahler der beiden so entstandenen Briiche
addiere ich; das ergibt den Zahler des Ergebnisses. Als Nenner des Ergebnisses nehme
ich den gemeinsamen Nenner der beiden eben durch Erweitern erhaltenen Briiche.”

Moritz stellt fest:

,Wenn man so rechnet, ergibt sich stets ein unkiirzbarer Bruch, gleichgtiltig, welche
beiden benachbarten Stammbriiche man addiert hat .

Beweist, dass diese Feststellung wahr ist.

Platz fiir die Losung:

Benutzt fiir die Losung bitte auch die Riickseite und das folgende Blatt.




Tag der Mathematik 2022, Klassenstufe 7/8  Aufgabe 4, Blatt 1

PUNKTE
Schule: Team-Nummer:
(Aufgabe (a) : 2 Punkte,
Aufgabe 4: Mehr Miinzen (b) : 3 Punkte,

(c) : 2 Punkte,
(d) : 8 Punkte)

Leonie spielt mit einigen Miinzen, von denen jede Kopf (K') oder Zahl (Z) zeigen kann. Das
Spiel geht so: Sie wéhlt eine feste Anzahl Miinzen aus und legt diese in einer beliebigen
Anordnung von Kopf und Zahl in eine Reihe. Das Spiel ist gewonnen, wenn sie es schafft,
die Miinzen so umzudrehen, dass sie alle ,,Kopf“ zeigen. Dabei ist die folgende Spielregel zu
beachten: Immer, wenn sie eine Miinze zum Umdrehen auswahlt, muss sie im selben Zug
auch ihre Nachbarn umdrehen. Hat Leonie also eine ,Randmiinze® ausgewahlt, dreht sie
in einem Zug zwei Miinzen um, sonst immer drei. Das kann zum Beispiel so aussehen (die
unterstrichene Miinze ist jeweils die von Leonie gewéhlte):

(a)

KZIKKZK - KKZZZK - KKZZKZ — KKZKZK — ...
Leonie spielt mit sieben Miinzen in der Startsituation

KZZKKZZ.
Kann sie das Spiel gewinnen? Wenn ja, gebt wie oben eine mogliche Zugfolge an; wenn
nein, begriindet, warum das nicht geht.

Leonie spielt jetzt mit finf Miinzen. Nach einiger Zeit beschleicht sie das Gefiihl,
dass es hier Startsituationen gibt, fiir die man nach den gegebenen Spielregeln nie die
Anordnung K K K K K erreichen kann. Findet eine solche Startsituation und begriindet,
warum man mit dieser nicht gewinnen kann.

Leonie hat sich iiberlegt: Wenn man fiir eine feste Anzahl Miinzen mit der Startsitua-
tion ZKKK ... K gewinnen kann, so kann man mit jeder Startsituation gewinnen.
Hat sie Recht? Begriindet eure Antwort.

Fir manche Anzahlen von Miinzen (zum Beispiel sieben) lasst sich das Spiel immer,
das heiit unabhéngig von der Startsituation, gewinnen; bei anderen (zum Beispiel
zwei) geht das nicht immer. Formuliert und beweist, fir welche Anzahlen man das
Spiel immer gewinnen kann — und fiir welche nicht.

Platz fiir die Losung:

Benutzt fiir die Losung bitte auch die Riickseite und das folgende Blatt.
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(a)

(i) Weil die 1-Cent-Miinzen aus zwei verschiedenen Léndern kommen (8), muss es
mindestens zwei 1-Cent-Miinzen geben. Und weil die 5-Cent-Miinzen nicht alle im
gleichen Jahr gepragt wurden (5), muss es auch mindestens zwei 5-Cent-Miinzen
geben. Es kann aber auch nicht mehr als zwei 1-Cent- oder 5-Cent-Miinzen geben,
weil unter den fiinf Miinzen auch mindestens eine 2-Cent-Miinze sein muss.

Also befinden sich genau zwei 1-Cent-, eine 2-Cent- und zwei 5-Cent-Miinzen in
Louises Portemonnaie.

(ii) Da es genauso viele 1-Cent-Munzen wie 2015 geprégte Minzen gibt (3) und es
zwei 1-Cent-Miinzen gibt, muss es auch genau zwei 2015 gepragte Miinzen geben.
Da es auBlerdem mehr 2013 gepriagte Miinzen als Miinzen aus Luxemburg gibt
(2) und es mindestens eine Miinze aus Luxemburg gibt, miissen mindestens zwei
Miinzen 2013 gepragt worden sein. Es konnen aber auch nicht mehr als zwei
Miinzen 2013 gepréigt worden sein, da unter den fiinf Miinzen auch mindestens
eine 2019 gepragt wurde.

Also wurden genau zwei Miinzen 2013, zwei Miinzen 2015 und eine Miinze 2019
gepragt.

(iii) Weil kein Land mehr als zweimal vertreten ist (7), miissen aus zwei Landern je
zwei Miinzen kommen, wahrend aus dem dritten Land nur eine Miinze kommt.
Weil es dabei genauso viele Miinzen aus Belgien wie aus den Niederlanden gibt
(1), kommen aus diesen beiden Léndern je zwei Miinzen und aus Luxemburg
nur eine. (Alternative: Nur eine Miinze stammt aus Luxemburg, weil es weniger
Miinzen aus Luxemburg als 2013 gepréigte Miinzen gibt (2).)

Es kommen also zwei Miinzen aus Belgien, zwei Miinzen aus den Niederlanden
und eine Miinze aus Luxemburg.

Die 5-Cent-Miinzen wurden in verschiedenen Jahren gepréigt (5) und keine 5-Cent-
Miinze wurde 2013 gepriagt (6). Also miissen die zwei 5-Cent-Miinzen in den Jahren
2015 und 2019 geprigt worden sein. AuBlerdem kommen die beiden 5-Cent-Miinzen
aus demselben Land (9). Weil aus Luxemburg nur eine Miinze kommt, miissen sie aus
einem der anderen Lénder kommen. Da es aber keine 2019 geprégte 5-Cent-Miinze aus
Belgien gibt (4), kommen die beiden 5-Cent-Miinzen aus den Niederlanden. Es gibt
also zwei niederlandische 5-Cent-Miinzen: eine aus dem Jahr 2015 und eine aus dem
Jahr 2019.

Alle (zwei) 2013 gepragten Miinzen haben denselben Wert (10). Weil es aber nur eine
2-Cent-Miinze gibt, miissen die beiden Miinzen aus dem Jahr 2013 die beiden 1-Cent-
Minzen sein. Da diese beiden 1-Cent-Miinzen aus verschiedenen Léndern kommen
(8) (und die beiden niederldndischen Miinzen schon als 5-Cent-Miinzen identifiziert
sind), miissen die 1-Cent-Miinzen aus Belgien und Luxemburg kommen. Es gibt also
zwei 1-Cent-Miinzen, die beide 2013 gepragt wurden: eine aus Belgien und eine aus
Luxemburg.

Damit ist die fiinfte Miinze eine 2015 gepragte 2-Cent-Miinze aus Belgien.



Insgesamt sind also die folgenden Miinzen in Louises Portemonnaie:

AWillem-Rlexander ¥
UpuiBzapen: 1P BUILOY ~ | -

5 Cent 5 Cent
2013 2013 2015 2015 2019
Belgien Luxemburg Belgien Niederlande Niederlande



Tag der Math. 2022, Klassenstufe 7/8 Losung zu Aufgabe 2

(a) Wir nennen den Startpunkt S und die Punkte, an denen die Bande beriihrt wird, der

Reihe nach P;, Ps, .... Der Mittelpunkt des Kreises sei M.

Wir zeigen, dass die Kugel bei der drit-
ten Bandenberiithrung wieder in S an-
kommt, also P3 = S gilt. Da wir noch
nicht sicher sind, dass P; = S gilt,
zeichnen wir zundchst eine Skizze mit Ps

Py S.

Startpunkt S

Das Dreieck ASM P, ist gleichschenk- P
lig, da MS und M P, Radien des Krei- g
ses sind. Nach dem Basiswinkelsatz ist 0
also der Einfallswinkel der ersten Re- '
flexion ebenfalls 30° groff. Damit sind Startpunkt S —— @
auch der erste Reflexionswinkel und P ‘
analog der zweite Einfallswinkel und 3 30
der zweite Reflexionswinkel jeweils 30°

grofs. P,

In den Dreiecken ASMP,, AP,MP,

und AP,MP; sind mit dem In-

nenwinkelsummensatz die Zentriwinkel

LSMPi, £PMPy baw. £P,MPy je- Startpunkt S %
weils 120° grof3. V@
Damit ist |£SMPs| = 3 - 120° = 360°. Py

Damit muss P; = S gelten. Die Kugel

trifft also wieder beim Startpunkt ein.

Es gibt 12 Bandenberiihrungen.

Y
<

Startpunkt

Wenn der Startpunkt wieder S und der Punkt der ersten Bandenberithrung P; ist,
dann muss das Mafl des Zentriwinkels £SM Py, wobei |[LSMP;| = 180° — 2a, bei
Multiplikation mit einer geeigneten natiirlichen Zahl n ein Vielfaches von 360° ergeben.

Es gibt unendlich viele Moglichkeiten, den Startwinkel zu wahlen. Genannt werden
konnen z.B.



(d)

Zentriwinkel 180° — 2« | Vielfaches von 360° | Startwinkel o

60° 6 - 60° = 360° 60°
12° 30 - 12° = 360° 84°

80° 9-80° = 2-360° 50°

Der Konig konnte versuchen, die Kugel entlang eines reguldren n-Ecks rollen zu lassen,
wobei n eine natiirliche Zahl grofier als die Anzahl der Bandenberiihrungen von Herrn
Armels Kugel ist. Dieses n-Eck hat eine Innenwinkelsumme von (n — 2) - 180°. Folglich
. w grof3 sein, damit die Kugel entlang des n-Ecks rollt.

360°

. o -180°—360° 180°-(n—2 :
muss der Startwinkel % : (180O — 361?) = % . w = % . # grof} sein.

muss der Startwinkel %

Alternativ ist der Zentriwinkel eines jeden Dreiecks AP,M P, groff und damit

Wenn Herr Armel als Startwinkel 90° wéhlt, rollt die Kugel im Kreis direkt an der
Bande entlang. Es gibt also unendlich viele Bertihrungspunkte mit der Bande, bevor
die Kugel zum Startpunkt zuriickkehrt. Damit kann der Konig nicht mehr gewinnen.
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()

Zwischen % und 1 liegen

51,1 71,1 9 _ 1,1 L1
_ = — — _— = — — _ — — n _— = — —.
6 2 3 12 3 1 0 45 30 56

Alle anderen Summen zweier benachbarter Stammbriiche sind entweder grofier als 1
(da 1+ 3 =2 >1) oder kleiner als £ (da ¢ +1 =33 < 3).

s ist 39 1 N 1 0d 107 1 n 1
5150 350 ~ 10 20 " 9562 T 53 T ma
Keiner der Briiche 773 und 163 lasst sich als Summe zweier benachbarter Stammbrii-

che darstellen.
Begriindung — Variante 1:

Der Zahler einer Bruchzahl, die sich als Summe zweier benachbarter Stammbriiche
ergibt, ist die Summe zweier benachbarter nattrlicher Zahlen. Diese ist ungerade, da ein
Summand gerade und ein Summand ungerade sein muss. Der Nenner ist das Produkt
einer geraden und einer ungeraden Zahl, also gerade. Der Faktor 2 kann also auch nicht
gekiirzt werden. Daher muss in der Summe zweier Stammbriiche der Nenner stets eine
gerade Zahl sein.

Begriindung — Variante 2:
1 1 37 10101 10602 31 9486 9555 3B 1 1

18 710 T 342 03366 ~ 93366 273 83538 83538 306 17 | 18

Der Bruch 23713 liegt also zwischen zwei benachbarten Summen jeweils zweier benach-

barter Stammbriiche, kann also selbst keine Summe zweier benachbarter Stammbriiche

sein. Mit derselben Begriindung gilt dies auch fiir 2 463, denn

1 1 37 17131 17784 52 15912 16205 35 1 1

18 710 T 342 158346 ~ 158346 463 141678 ~ 141678 306 17 | 18

Nach Max’ Erklarung ist die Summe zweier benachbarter Stammbruche = und +1

1 I (a+1)-1 a-1  (a+1)+a 2a—|—1
a a+1 (a+1)-a a-(a+1l) a-(a+1) a-(a+1)
Begriindung — Variante 1 (mit Bezug auf den Term (;J(rjﬁf ):

(a+ 1)+ aund (a + 1) konnen keinen ganzzahligen gemeinsamen Teiler (grofer als
1) haben, denn dann miissten auch ¢ und (e + 1) einen gemeinsamen Teiler (> 1)
haben, was nicht méglich ist. Mit derselben Begriindung sind auch (a + 1) + a und a
teilerfremd. Da es somit

e keine gemeinsamen Teiler von (@ + 1) + a und (a + 1) sowie
e keine gemeinsamen Teiler (a + 1) + a und a

gibt, kann es auch keine gemeinsamen Teiler von (a+ 1) +a und a - (a + 1) geben, der

Dta -
Bruch a+ +J1r)a ist also unktirzbar.

2a+1 .
a-(a+1) )

Begrundung — Variante 2 (mit Bezug auf den Term

2a 4+ 1 und a konnen keinen gemeinsamen Teiler haben, denn % =2+ % und i ist
keine ganze Zahl, da a > 1.
2a+1 _ 2a+42-1

Auch 2a+ 1 und a+1 konnen keinen gemeinsamen Teiler haben, denn 85 = === =

2 — m und T+1 ist keine ganze Zahl.

Also sind 2a + 1 und a - (a + 1) teilerfremd, der Bruch 2‘“;11) ist also unktrzbar.
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(a) Hier zdhlt jede erlaubte Schrittfolge. Eine mogliche wére

KZZKKZZ — KKKZKZZ - KKKKZKZ
— KKKKKZK — KKKZZKK - KKZKKKK
— Z/ZKKKKK — KKKKKKK.

(b) Fir funf Miinzen gibt es die folgenden 16 Startkonstellationen, die sich nicht in die
Anordnung K K K K K bringen lassen:

ZKKKK, KZKKK, KKKZK, KKKKZ,
77KZK, ZZKKZ, ZKKZZ, KZKZZ,
JKZKK, KZZKK, KKZZK, KKZKZ,
7777K, ZZZKZ, ZKZZZ, KZZZZ.

Diese sind gegeniiber der Operation ,Miinze umdrehen* abgeschlossen, d.h. man er-
halt bei jeder Drehung wieder eine dieser Konstellationen, aber keine andere, also auch
niemals die Konstellation K K K K K. Es gibt verschiedene Moglichkeiten, das zu be-
griinden:

Begriindungsmoglichkeit 1: Die Reihenfolge des Miinzumdrehens hat offensichtlich
keinen Einfluss auf das Endergebnis. Insbesondere gilt: Wenn man eine Miinze zweimal
umdreht, ergibt sich dasselbe, wie wenn man sie gar nicht umdreht, dreht man sie
dreimal, so entspricht das einmal usw.

Daher lésst sich jede Losungsmoglichkeit dadurch darstellen, dass man fiir jede der
Miinzen festlegt, ob sie umgedreht wird oder nicht. Wir zeigen fiir die Startaufstellung
ZKKKK, dass sich bei keiner Umdrehkombination K K K K K ergeben kann. Dazu
bezeichnen wir die Miinzpositionen von links nach rechts mit 1 bis 5. Damit am Schluss
an Position 1 ein K steht, muss Miinze 1 oder Miinze 2 umgedreht worden sein. Die
jeweils andere darf dann nicht gedreht werden, sonst stiinde an Position 1 wieder ein
Z. Damit ergibt sich dann zwingend:

e Wird Miinze 1 gedreht, so darf Miinze 2 nicht gedreht werden. Also muss Miinze
3 gedreht werden, sonst stiinde an Position 2 ein Z. Da also Miinze 3 gedreht
und Miinze 2 nicht gedreht wird, muss Miinze 4 gedreht werden, sonst stiinde an
Position 3 ein Z. Es ergibt sich die Konstellation K K K K7, die man nur noch
zum Sieg fiihren kann, indem man entscheidet, ob Miinze 5 gedreht wird oder
nicht. Das geht offensichtlich beides nicht.

e Wird Miinze 2 gedreht, so ergibt sich analog zur ersten Argumentation, dass
Miinze 3 umgedreht werden muss, wahrend Miinze 1 und 4 nicht gedreht werden
diirfen. Es ergibt sich die Konstellation K K K Z K, die durch Drehen (bzw. Nicht-
Drehen) von Miinze 5 nicht zu KKK KK gemacht werden kann.

Begriindungsmoglichkeit 2: Kurz und pragnant lasst sich mit einem so genann-
ten Invarianzargument begriinden, dass nie die Anordnung K K K K K erreicht werden
kann. Dazu muss man eine gemeinsame Eigenschaft der oben aufgefithrten Konstella-
tionen erkennen: Es sind genau die Kombinationen mit ungerader Anzahl Kopf-Miinzen
in den Positionen 1, 2, 4 ;5. Man iiberzeugt sich relativ leicht, dass diese Anzahl beim
Umdrehen einer beliebigen Miinze immer ungerade bleibt: Es werden auf den Posi-
tionen 1,2,4,5 bei jedem Umdrehen entweder zwei K-Miinzen zu Z (was nichts daran
andert, dass die Anzahl der Z-Miinzen ungerade ist), zwei Z-Miinzen zu K (dito) oder
eine Z-Miinze zu K und eine K-Miinze zu Z (dito).



Es gibt also keine Moglichkeit, die obigen Konstellationen in die Konstellation K K K K K
zu bringen, da hier die Anzahl der Kopf-Miinzen gerade ist.

Es reicht, eine Strategie anzugeben, wie man jede beliebige Startkonstellation auf die
Anordnungen KKK ... K oder ZKK ... K bringen kann. Im ersten Fall hat man
sofort gewonnen, im zweiten nutzt man, dass man jetzt von ZKKK ... K aus das
Spiel gewinnen kann.

Eine mogliche solche Strategie ist, wiederholt den folgenden Zug zu machen: Wéhle
die Mitnze direkt links neben demjenigen 7, das ganz rechts liegt, und drehe sie. Als
Resultat liegt das Z, das am weitesten rechts liegt, danach weiter links. Wiederholt man

diesen Zug, so liegt das letzte Z entweder an erster Stelle, d.h. man hat die gewiinschte
Kombination ZK K ... K, oder man erhalt sofort die Sieganordung K KK ... K.

Das Spiel lésst sich genau fir alle Anzahlen n der Form n = 3k + 2 (also fiir n =
2,5,8,11,14,...) nicht aus jeder Startsituation heraus gewinnen. Das ldsst sich wieder
auf verschiedene Weisen begriinden.

Begriindungsmoglichkeit 1 (im Stile der Begriindung 1 in (b)): Nach (c¢) kann
man mit n Miinzen ausgehend von jeder Startposition gewinnen, genau dann, wenn
man die Anordnung ZKKK ... K auf die Form KKKK ... KK bringen kann. Um
ZKKK...K z2u KKKK ... K zu machen, wird man wie in der ersten Begriindung
in der Losung von (b) entweder die erste oder zweite Miinze umdrehen miissen, damit
das Z an Position 1 verschwindet. Mit dhnlichen Argumenten wie in (b) ergibt sich
weiter:

e Wird Miinze 1 gedreht, so miissen die Miinzen 1, 3,4,6,7,9, 10, . .. gedreht werden.
Hierbei ergibt sich die Konstellation K K KK ... K genau dann, wenn n = 3k + 1
ist.

e Wird Miinze 2 gedreht, so miissen die Miinzen 2,3,5,6,8,9,... gedreht werden.
Hierbei ergibt sich die Konstellation K K KK ... K genau dann, wenn n = 3k ist.

Begriindungsmoglichkeit 2 (im Stile der Begriindung 2 in (b)): Um zu be-
griinden, dass man fiir n = 3k + 2 nicht immer gewinnen kann, kann wieder ein
Invarianzargument benutzt werden: Zum Beispiel kann man die Anzahl Z,, der Zahl-
Miinzen an den Positionen 1,2,4,5,7,8,...,3k —1,3k+ 1,3k + 2 betrachten. Da jeder
Zug genau zwei Miinzen in dieser Anzahl dndert, bleibt Z,, immer gerade oder immer
ungerade. Deshalb kann z. B. die Ausgangssituation, bei der ein Z ganz links liegt und
alle anderen Miinzen K zeigen, nicht zu einer reinen K-Reihe gemacht werden.

Nun ist noch zu zeigen, dass sich fiir alle Zahlen n # 3k + 2 jede Konstellation mit der
in die gewiinschte Form bringen lasst. Das geht mit der folgenden Strategie: Leonie
erzeugt zundchst wie in (c) die Konstellation ZKKK ... K.

e Ist n = 3k, so dreht Leonie zunéchst die Miinzen 2 und 3 und erhalt die Anordnung
KKK|ZKK|KKK]|...|[KKK.
Sie dreht dann die Miinzen 5 und 6 und erhélt
KKK|KKK|ZKK]|...|[KKK.

dann die Miinzen 8 und 9 usw., und das Verfahren fiihrt nach %k solchen Doppel-
schritten zum Erfolg.

o Ist n =3k + 1, so wahlt Leonie zunéchst die Miinze ganz links und erhélt so
K|ZKK|KKK|KKK]|...|[KKK.

Eine Strategie analog zu der fiir n = 3k, startend mit den Miinzen 3 und 4, dann
6 und 7 usw. fiihrt von hier aus zum Erfolg.



Tag der Mathematik 2022, Klassenstufe 9/10 Aufgabe 1, Blatt 1

Schule:

Team-Nummer:

PUNKTE

Aufgabe 1

a) Bestimme a;.
b) Bestimme die grofite Zahl n, fur die a,, # 0 ist, und gib a,, an.

c) Bestimme a;7.

Losung:

2
ag + a1 + ax” + . ...

(Aufgabe (a) : 2 Punkte,
(b) : 8 Punkte,
(c) : 5 Punkte)

Wenn man (1 + z° + 27)?° ausmultipliziert, entsteht eine Summe der Form

Benutzt fiir die Losung bitte auch die Riickseite und das folgende Blatt.




Tag der Mathematik 2022, Klassenstufe 9/10 Aufgabe 2, Blatt 1

PUNKTE
Schule: Team-Nummer:

(Aufgabe (a) : 3 Punkte,
Aufgabe 2 (b) : 4 Punkte,
(c) : 8 Punkte)

Diese Aufgabe besteht aus drei voneinander unabhéngigen Teilen.

a) Die Langen der Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks seien a,b > 0, und die Lénge
der Hypotenuse dieses Dreiecks sei ¢ > 0. Zeige fiir jede natiirliche Zahl n > 3

a+ bt <.

b) Seien a, b, ¢ reelle Zahlen. Zeige, dass mindestens eine der drei Zahlen A = 9a% —4b+ 1,
B ="b*+2c+4, C = c*—6a+ 1 nicht negativ ist.

c¢) Betrachte die Menge der Zahlen {1,2,...,9}. Wie viele Teilmengen mit 7 Elementen
gibt es, so dass die Summe dieser 7 Elemente durch 3 teilbar ist?

Losung;:

Benutzt fiir die Losung bitte auch die Riickseite und das folgende Blatt.




Tag der Mathematik 2022, Klassenstufe 9/10 Aufgabe 3, Blatt 1

Schule:

Team-Nummer:

PUNKTE

Aufgabe 3

Diese Aufgabe besteht aus zwei voneinander unabhéngigen Teilen.

a) Sei p > 5 eine Primzahl. Beweise, dass 1920 ein Teiler von p* — 10p? + 9 ist.

(Aufgabe (a) : 5 Punkte,
(b) : 5 Punkte)

b) Bestimme alle Primzahlen p und ¢, so dass p? + p?¢® + ¢* eine Quadratzahl ist.

Losung:

Benutzt fir die Losung bitte auch die Riickseite und das folgende Blatt.




Tag der Mathematik 2022, Klassenstufe 9/10 Aufgabe 4, Blatt 1

PUNKTE
Schule: Team-Nummer:

(Aufgabe (a) : 5 Punkte,
Aufgabe 4 (b) : 5 Punkte)

Diese Aufgabe besteht aus zwei voneinander unabhéangigen Teilen.

a) Wir nummerieren die Punkte in der Ebene mit ganzzahligen nicht negativen Koordi-
naten wie folgt:

y
17—18—19—20—21

16<—15<—14<13 22

5—6—7 12 23
! 1
4<—3 8§ 11 24

|
1—2 9—10 25—

Welche Koordinaten hat der Punkt, der zur Zahl 2022 gehort?

b) Eine Chaméleonkolonie enthélt gegenwértig 20 rote, 18 blaue und 16 griine Tiere.
Wenn sich zwei verschiedenfarbige Chamaéleons treffen, é&ndern beide ihre Farbe, und
sie nehmen die dritte Farbe an; treffen sich zum Beispiel ein rotes und ein blaues
Chamaleon, werden beide griin. Wenn sich zwei gleichfarbige treffen, passiert nichts.
Ist es moglich, dass nach einer gewissen Zeit nur noch Chaméleons einer Farbe da sind?

Losung:

Benutzt fiir die Losung bitte auch die Riickseite und das folgende Blatt.




Tag der Math. 2022, Klassenstufe 9/10 Losung zu Aufgabe 1

Man muss 20 Klammern ausmultiplizieren; dazu muss man aus jeder Klammer einen Sum-
manden nehmen und dann das Produkt davon — und dies muss man fiir alle méglichen
Wahlen von Summanden durchfiihren und alles addieren. Daher ist fiir £ > 1 der Koeflizient
aj genau dann von 0 verschieden, wenn man k als Summe von 5en und 7en darstellen kann.
Die Anzahl der moglichen Darstellungen von Summen mit den Summanden 0, 5 und 7 ist
dann ay.

(a) Da 1 nicht als Summe von 5en und 7en dargestellt werden kann, ist a; = 0.

(b) Um n zu bestimmen, muss man in jeder Klammer den Summanden z” wihlen, also
ist n = 20 -7 = 140, und da es nur eine Moglichkeit gibt, 140 = 7+ 7+ --- + 7 zu
schreiben, ist a4 = 1.

(c) 17 ist die Summe aus zwei 5en und einer 7 (und das ist die einzige Kombination aus 5en
und 7en, um die 17 zu erhalten). Um a;7 zu berechnen, muss man also wissen, wie viele
solche Kombinationen es gibt. Das bekommt man so heraus: Es gibt 20 Moglichkeiten,
eine Klammer zu wihlen fiir den Summanden 2”. Danach bleiben 19 Moglichkeiten, die
erste Klammer fiir 2° zu wihlen, und danach 18 Moglichkeiten fiir die zweite Klammer.
Das scheint insgesamt auf 20-19- 18 hinauszulaufen. Aber Achtung: die Klammern mit
2® wurden doppelt geziahlt! Ob man zuerst die 3. Klammer und dann die 6. Klammer
auswahlt oder umgekehrt, spielt keine Rolle und tragt nur einmal zum Gesamtergebnis
bei und nicht zweimal. Daher lautet das richtige Ergebnis

20-19-18

ay = g = 3420.



Tag der Math. 2022, Klassenstufe 9/10 Losung zu Aufgabe 2

(a) Nach dem Satz von Pythagoras ist

a’> + b =2

BROR

Daher sind 0 < a/c <1 und 0 < b/c < 1 und deshalb fiir n > 3
(<) )<
— < — , — < —
c c c c
a\™ b\ " a 2 b 2
(&) () =(0) (&) =+
c c c c

Multiplikation mit ¢” liefert die zu zeigende Ungleichung

Division durch ¢? liefert

und deshalb

a+ bt < .

(b) Der Trick ist zu zeigen, dass die Summe A + B + C' > 0 ist — dann konnen nicht alle
drei Summanden negativ sein, so dass mindestens einer nicht negativ (also > 0) ist.
Es ist

A+B+C=(9a"—4b+1)+ (b° +2c+4) + (¢* —6a + 1)
=(9a®> —6a+ 1)+ (b> —4b+4) + (¢* +2c+ 1)
=Ba—1+(b—-2)°+(c+1)*>0.

(c) Wir beobachten zunéachst, dass die Summe 1+ 2+ --- + 9 = 45 durch 3 teilbar ist.
Daher ist eine 7er Teilmenge von {1,...,9} so beschaffen, dass die Summe ihrer Ele-
mente durch 3 teilbar ist, wenn das auch fiir die Menge aus den zwei iibriggebliebenen
Zahlen gilt, und umgekehrt. Daher ist nur folgende Frage zu beantworten: Wie viele
Teilmengen mit 2 Elementen gibt es, so dass die Summe dieser 2 Elemente durch 3
teilbar ist? Das ist jetzt schnell durch Abzéahlen zu l6sen:

e Wenn das kleinste Element der 2er Teilmenge 1 ist, sind dies {1, 2}, {1,5}, {1, 8}.

e Wenn das kleinste Element der 2er Teilmenge 2 ist, sind dies {2,4}, {2, 7}.

e Wenn das kleinste Element der 2er Teilmenge 3 ist, sind dies {3,6}, {3,9}.
Wenn das kleinste Element der 2er Teilmenge 4 ist, sind dies {4, 5}, {4, 8}.
Wenn das kleinste Element der 2er Teilmenge 5 ist, ist dies {5, 7}.

Wenn das kleinste Element der 2er Teilmenge 6 ist, ist dies {6,9}.

Wenn das kleinste Element der 2er Teilmenge 7 ist, ist dies {7, 8}.

Das sind insgesamt 12 Teilmengen.



Tag der Math. 2022, Klassenstufe 9/10 Losung zu Aufgabe 3

(a)

Als erstes berechnen wir die Primfaktorzerlegung von 1920:
1920 =273 5.
Als néchstes faktorisieren wir unseren Ausdruck:
pt—10p° +9 = (p* = 5)* — 16 = (p® — 5)* — 42

= (" =5)=4) (=5 +4) =" =9 - 1)
=P =) =12 =(p-3)p+3)(p-Dp+1).

[Das kann man auch so sehen: Das Polynom x? — 10z + 9 hat die Nullstellen x; = 1
und 7 =9, also 22 — 10z + 9= (z — 1)(z — 9) ]

Nun beweisen wir, dass dieses Produkt durch 27 - 3 - 5 teilbar sein muss.

e Da p > 5 eine Primzahl ist, ist p ungerade, und die Zahlen p — 3, p — 1, p + 1,
p + 3 sind vier aufeinanderfolgende gerade Zahlen.

e Als solche sind alle durch 2 teilbar, zwei von ihnen sind durch 4 teilbar, und
eine von ihnen ist auch durch 8 teilbar. Insgesamt bedeutet dies, dass deren
Produkt durch 27 teilbar sein muss.

e Auflerdem ist unter vier aufeinanderfolgenden geraden Zahlen immer mindes-
tens eine, die durch 3 teilbar ist. (Das stimmt schon bei drei aufeinanderfol-
genden geraden Zahlen.)

e Da p > 5 eine Primzahl ist, kann p nicht auf 5 enden (sonst wére sie durch 5
teilbar). Das wiederum bedeutet, dass eine von den vier Zahlen auf 0 endet und
als solche durch 5 teilbar ist.

Insgesamt kénnen wir folgern, dass das Produkt (p — 3)(p + 3)(p — 1)(p + 1) durch
27 -3 -5 teilbar ist.

Nehmen wir an, dass p? +p?¢® +¢* = n? eine Quadratzahl ist. Als erstes betrachten wir
diese Gleichung modulo 4, d.h., wir betrachten den Rest, wenn wir durch 4 dividieren.
Bei Division durch 4 ist der Rest einer Quadratzahl 0, wenn die Zahl gerade ist [(2m)? =
4m? ist durch 4 teilbar], und es ist 1, wenn die Zahl ungerade ist [(2m — 1)? = 4m? —
4m + 1, also bleibt der Rest 1]. Daraus folgt, dass unsere Gleichung nur dann gelten
kann, wenn eine von den beiden Zahlen p und ¢, zum Beispiel p, gerade ist. Da p eine
Primzahl ist, bedeutet das wiederum p = 2, und unsere Gleichung nimmt dadurch die
Form 4 + 5¢*> = n? an. Diese Gleichung kénnen wir jetzt wie folgt umschreiben:

5 =n*—4=n>—-2>=(n—-2)(n+2).

Die linke Seite hier ist durch ¢? teilbar, also muss die rechte Seite es auch sein. Aber
q ist eine Primzahl, und wenn eine Primzahl ein Produkt teilt, muss sie einen der
Faktoren teilen.

Als erstes nehmen wir jetzt an, dass beide Faktoren n—2 und n—+2 durch ¢ teilbar sind.
In diesem Fall ist (n+2) — (n —2) = 4 auch durch ¢ teilbar, was aber nur dann méglich
ist, wenn die Primzahl ¢ gleich 2 ist. In diesem Fall haben wir p? 4 p%¢® + ¢* = 24, was
aber keine Quadratzahl ist.

Ab jetzt, konnen wir daher annehmen, dass entweder n — 2 oder n + 2 durch ¢? teilbar
ist. Jedenfalls folgt daraus

n>¢@G—2 = 4457 =n*> (-2 =¢"4¢°+4 = 9P > ¢ = 9> ¢ = 3>¢



Wir haben schon gesehen, dass ¢ = 2 keine Losung Liefert, also die einzige Moglichkeit,
die iibrig bleibt, ist ¢ = 3. In diesem Fall haben wir p? +p?q¢? +¢* = 49, was tatsichlich
eine Quadratzahl ist.

[Alternativargument hierfiir: Wenn ¢? ein Teiler von n — 2 ist, ist natiirlich ¢*> < n —2,
so dass 5¢> > ¢*(n + 2), also 5 > n + 2 und n < 3; aber weder 3% noch 22 sind von
der Form 4 + 5¢%, ¢ prim. Wenn ¢? ein Teiler von n + 2 ist, ist 5¢* > ¢*(n — 2), also
5>n—2und n < 7; von diesen n ist nur 7 von der gewiinschten Form (mit ¢ = 3).]

Die einzigen Primzahlen, fiir die p? + p?¢® + ¢* eine Quadratzahl ist, sind also p = 2,
qg=3oderp=3,q=2.



Tag der Math. 2022, Klassenstufe 9/10 Losung zu Aufgabe 4

(a)

Wir stellen zunachst fest, dass auf den Koordinatenachsen Quadratzahlen stehen und
zwar 4 = 22,16 = 4%, ... auf der y-Achse bzw. 9 = 32, 25 = 52, ... auf der z-Achse.

Um diese Beobachtung zu erklaren, betrachten wir die (polygonale) Kurve, die die
Punkte der Ebene F = {0,1,2,...}? auf die angegebene Art und Weise verbindet und
nummerieren sie mit N = 1,2,3,... durch, ausgehend von N = 1 fiir den Punkt mit
den Koordinaten (0,0), mit N = 2 fiir den Punkt mit den Koordinaten (1,0), mit
N = 3 fiir den Punkt (1,1) usw.

Da sich die Kurve parallel zu den Koordinatenachsen bewegt und jeden Punkt von
E iberstreicht (d.h. sie ist als Kurve in E raumfillend), entspricht die Quadratzahl
N = (2k)? auf der y-Achse gerade der Anzahl der Punkte aus F, die in einem Quadrat
mit Kantenldnge 2k — 1 liegen, dessen untere linke Ecke der Punkt (0,0) ist; fiir den
Index N = (2k+1)?, der zu einem Punkt auf der z-Achse gehort, hat das entsprechende
Quadrat die Kantenlinge 2k.

Wir suchen die Koordinaten des Punktes mit der Nummer N* = 2022, der wegen
1936 = 44% < N* < 45% = 2025

auf den Kanten des Quadrates mit den Eckpunkten (0,0), (0,44), (44, 44) und (44, 0)
liegen muss; der Eckpunkt (44, 0) hat dabei die Nummer N = (44 + 1)? = 2025; von
dort parallel zur y-Achse 3 Schritte zurtick zu N = N* fiithrt uns zum gesuchten Punkt
mit den Koordinaten

(x*,y") = (44,3) .

Wir bezeichnen mit Ng, Ng bzw. Ng jeweils die Anzahl der roten, blauen bzw. grii-
nen Chaméleons. Eine denkbare Losungsstrategie besteht darin, ausgehend von einer
moglichen Endkonfiguration wie z.B. Ny = N = 0 und Ng = 54 durch Riickwérts-
iteration auf die moglichen Anfangskonfigurationen zu schliefen. Man merkt jedoch
bereits nach wenigen Iterationen, dass es zu viele Kombinationsmoglichkeiten gibt und
dieser Weg daher nicht zielfithrend ist.

Um zu entscheiden, ob die Anfangskonfiguration Nz = 20, Ng = 18, Ng = 16 jemals
auf eine einfarbige Chamaleonkolonie fithren kann, machen wir uns zunachst klar, dass
nach jedem Aufeinandertreffen von zwei Chaméleons der gleiche Rest bleibt, wenn man
die Differenzen zwischen Ny, Ng bzw. N durch 3 teilt. Treffen beispielsweise ein rotes
und ein grines Chaméleon aufeinander, so erhoht sich Ng um 2, wobei sich N und
N¢ jeweils um 1 verringern. Wenn wir mit Ny, N bzw. N{; die Zahl der Chaméleons
nach dem Aufeinandertreffen bezeichnen, gilt in unserem Beispiel

N}, — N& = N — Ng
N}, — Njy = N — N — 3
Ny, — Ny = Np— Ng +3.

Fir die Anfangskonfiguration gilt bei Division durch 3:

(Ng — Ng) mod 3 =1

(NR—NB) mod 3 =2

(Ng — Ng) mod 3 =2.
Da die Differenzen der Anfangskonfiguration nicht durch 3 teilbar sind, werden sie es
also in jedem spateren Schritt ebenfalls nicht sein. Es wird also nie eine Konfiguration

geben, bei der zwei Farben komplett verschwinden, da die entsprechende Differenz
(= 0) dann ja durch 3 teilbar ist.
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PUNKTE
Schule: Team-Nummer:

Aufgabe 1 (Aufgabe (a) : 4 Punkte,
(b) : 3 Punkte,
(c) : 3 Punkte)
Mit einem Grafikprogramm bearbeitet ihr ein (5 x 5)-Feld, welches aus 25 Pixeln besteht.
Jedes Pixel kann entweder schwarz oder weifl sein. Zu Beginn ist genau ein Pixel P weif},
alle anderen sind schwarz.

Ihr mochtet nun alle Pixel weifl farben. Allerdings ist das Grafikprogramm defekt und ge-
stattet euch nicht, die Farbe eines einzelnen Pixels von schwarz zu weifl oder von weifl zu
schwarz umzukehren. Ihr konnt lediglich die Farben aller Pixel des (5 x 5)-Feldes gleichzeitig
umkehren oder die eines beliebigen (2 x 2)-, (3 x 3)- oder (4 x 4)-Teilquadrates. Eine solche
Umkehrung der Farben nennen wir Umfarbung.

L.
(a) Mogliche Startkonfigurati- ( ) Farbumkehr des (4 x 4)- (¢) Farbumkehr des (3 x 3)-
on mit weiflem Feld P. Qua-drats oben links von (a).  Qua-drats oben rechts von (b).
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(d) Farbumkehr des (2 x 2)- (e) Farbumkehr des gesamten (f) Zielkonfiguration
Qua-drats Mitte oben rechts (5 x b5)-Felds von (d).
von (c).

Bild (a) zeigt eine mégliche Startfarbung des (5 x 5)-Felds; Bilder (b) bis (e) zeigen eine
mogliche Folge von Umfarbungen beginnend mit der Startfirbung (a); Bild (f) zeigt die
gewtinschte Zielfirbung.

a) Gebt ein Pixel P an, sodass die Startkonfiguration mit dem einzig weiflen Pixel P durch
eine geeignete Folge von Umfirbungen zu der Zielkonfiguration des komplett weiflen
(5 x 5)-Felds umgefarbt werden kann. Notiert auch eine Folge von Umfarbungen, die
fiir eure Wahl des Pixels P die gewiinschte Zielfarbung liefert!

b) Gebt alle moglichen Pixel P an, sodass die Startkonfiguration mit dem einzig weiflen
Pixel P durch eine geeignete Folge von Umféarbungen zu der Zielkonfiguration des kom-
plett weiBen (5 x 5)-Felds umgefiarbt werden kann. Gebt fiir die von euch gefundenen




Pixel P entsprechende Folgen von Umfarbungen an und beweist, dass es fiir alle ande-
ren Pixel nicht moglich ist, die zugehorige Startkonfiguration in das vollstandig weifle
5 x 5-Feld umzufarben.

¢) Wir betrachten eine Konfiguration des (5 x 5)-Felds, die aus einer beliebigen Folge von
Umfirbungen einer Startkonfiguration mit dem einzig weiflen Pixel P entsteht. Uber
die Position von P ist nichts bekannt. Ein schwarzes Pixel habe nun den Wert 1, ein
weiBes Pixel den Wert -1. Sei aq; das Produkt aller Werte der Pixel in der i-ten Zeile
und b; das Produkt aller Werte der Pixel in der j-ten Spalte. Zeigt, dass

a1—I—a2+a3+a4—l—a5+b1+bg—|—b3—l—b4—|—b5

niemals Null sein kann.

Losung:

Benutzt fiir die Losung bitte auch das folgende Blatt.




Tag der Mathematik 2022, Klassenstufe 11-13 Aufgabe 2, Blatt 1

PUNKTE
Schule: Team-Nummer:

(Aufgabe (a) : 2 Punkte,

(b) : 8 Punkte,
Aufgabe 2 (¢) : 8 Punkte,

(d) : 2 Punkte)

a) Zeigt, dass 220%2 kein Teiler von 2022! ist.
b) Auf wie viele Nullen endet 20227 (Eure Antwort ist zu beweisen!)

c) Findet alle Ziffern z (also ganze Zahlen zwischen 0 und 9), fiir die es eine positive ganze
Zahl n gibt, sodass 2" und 5" beide mit z beginnen.

(Fir jede von euch gefundene Ziffer z sollt ihr ein entsprechendes n angeben. Fir alle
anderen Ziffern miisst ihr beweisen, dass es kein n geben kann, sodass 2™ und 5™ beide
mit z beginnen!)

d) Gibt es eine Zahl, die eine Potenz von 2 ist, sodass man die Ziffern dieser Zahl zu einer
andern Zahl umstellen kann, die wieder eine Potenz von 2 ist?

(Fihrende Nullen sind dabei nicht zuldssig. Gebt eine solche Zahl an, oder beweist,
dass es keine solche geben kann!)

Losung:

Benutzt fiir die Losung bitte auch die Riickseite und das folgende Blatt.
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Schule:

Team-Nummer:

PUNKTE

Aufgabe 3

(Aufgabe (a) : 2 Punkte,
(b) : 8 Punkte,
(c) : 2 Punkte,
(d) : 8 Punkte)

Wir betrachten das unter diesem Absatz gezeigte Spielbrett aus 27 Feldern und zwei ver-
schiedene Spielfiguren: Ein Springer kann wie beim Schach in einem Zug zwei Felder nach
oben oder unten und ein Feld nach rechts oder links zuriicklegen, oder er kann ein Feld
nach oben oder unten und zwei Felder nach rechts oder links gehen. Ein Ttirmchen hingegen
kann von einem Feld aus nur in eines der oben, unten, rechts oder links angrenzenden Fehler

gehen.
T
@,
5
=
=)
N>
Spielbrett
4
4——,—-»
¥

Bewegungsmaoglichkeiten
des Tiirmchens

Bewegungsmaglichkeiten

des Springers

Fure Antworten auf die folgenden vier Fragen sind jeweils zu begrinden!

a) Was ist die minimale Anzahl an Ziigen, die ein Springer vom Startfeld unten links zum

Zielfeld oben rechts benotigt?

b) Auf wie vielen verschiedenen Wegen kann ein Springer in dieser minimalen Anzahl an
Zigen vom Start- ins Zielfeld gelangen?

c) Was ist die minimale Anzahl an Ziigen, die ein Tirmchen vom Startfeld unten links
zum Zielfeld oben rechts benotigt?

d) Auf wie vielen verschiedenen Wegen kann ein Tirmchen in dieser minimalen Anzahl
an Ziigen vom Start- ins Zielfeld gelangen?




Tag der Mathematik 2022, Klassenstufe 11-13 Aufgabe 4, Blatt 1

PUNKTE
Schule: Team-Nummer:
(Aufgabe (a) : 4 Punkte,
(b) : 2 Punkte,
Aufgabe 4 (c) : 2 Punkte,

(d) : 2 Punkte)

Gegeben sei ein ebenes Dreieck AA; Ay A3 mit den Kanten ay = A1 Ay, ay = Ay As, a3 = AsA;.
Fir eine Gerade g bezeichne «; den Winkel, um den ¢ im Uhrzeigersinn gedreht werden
muss, um parallel zur Kante a; zu sein. Ist P ein Punkt in der Ebene, so bezeichne F;
den orientierten Fldcheninhalt des Dreiecks AA;A; 1P, wobei wir Ay = A; setzen. Dabei
gilt F; > 0, F; = 0 oder F; < 0, je nachdem, ob P zur Linken, auf oder zur Rechten der
orientierten Gerade A;A;. 1 liegt. Der Flacheninhalt F' des Dreiecks AA; Ay Ag ist dann durch
F = Fy + Fy + F3 gegeben (muss nicht gezeigt werden).

Illustration der verwendeten Bezeichnungen. Im obigen Beispiel ist Fy, F5 > 0, aber F3 < 0.

In Abhéngigkeit von der Geraden g und vom Punkt P betrachten wir nun die Funktion

a)
b)
c)

)

fo(P) = (cos())?Fy + (cos(a))*Fy + (cos(as))? Fy.

Beweist, dass der Umkreismittelpunkt M von AA; Ay Az die Gleichung f, (M) = g fur

alle Geraden ¢ erfiillt.

Begriindet, dass alle Punkte P, die fiir eine gegebene Gerade g die Gleichung f,(P) = g

erfiillen, auf einer Gerade liegen.

Zeigt, dass fiir einen gegebenen Punkt P die Gleichung f;(P) = £ nur dann fiir alle

Geraden g erfillt ist, wenn P = M der Umkreismittelpunkt ist.

Sei nun A;As... A, ein konvexes Polygon mit Kanten ajas...a, und Fliacheninhalt

F, welches einen Umkreis besitzt. Der Umkreismittelpunkt sei M. Wieder bezeichne

fiir eine Gerade g «; den Winkel, um den ¢ im Uhrzeigersinn gedreht werden muss,

um parallel zur Kante a; zu sein. F; ist nun der orientierte Flacheninhalt des Dreiecks
ANA;A; 1M, wobei wir A, 1 = A; setzen. Beweist, dass

2 2 2 F

(cos(an)) Fy + (cos(an))“Fy + ...+ (cos(an)) Fy, = )

fir alle Geraden g gilt.
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a) Wir betrachten die Startkonfiguration, in der genau das zentrale Pixel weif3 ist. Kehren
wir nun die Farben in den (3 x3)-Teilquadraten oben links und unten rechts sowie in den
(2x2)-Teilquadraten oben rechts und unten links um, erhalten wir die Zielkonfiguration
mit nur weiflen Pixeln, wie die folgende Bildfolge zeigt.

SEEEE 6.
SEEEE 6.
S 6 2 66.
SEEEE Gaaes
T

(a)  Startkonfiguration mit Farbumkehr des (3 x 3)- (c¢) Farbumkehr des (3 x 3)-
weiBlem Feld P im Zentrum. Qua drats oben links von (a).  Qua-drats unten rechts von (b).

Y4 Y4 N\ s Y4 Y4 Y4 Y4 7

AN N\ J . L AN AN L J

Y4 hYd N s Y4 Y4 Y4 Y4 7

AN N\ J . '\ AN AN '\ )

Yl Y4 R e Y4 Yl Yl Y4 7

AN AN J . L AN AN L J

Y4 hYd N s Y4 Y4 Y4 Y4 7

AN AN J . L AN AN L J

Y4 hYd N s Y4 Y4 Y4 Y4 7

AN N\ J . J\ AN AN J\ J

(d) Farbumkehr des (2 x 2)- (e) Farbumkehr des (2 x 2)-
Qua-drats oben rechts von (c). Qua-drats unten links von (d).

Lésung von Teilaufgabe a): Eine Folge von Umférbungen, die aus der Startkonfiguration das
komplett weiBe (5 x 5)-Feld macht.

b) Sei s die Anzahl der schwarzen Pixel, die sich in der ersten, zweiten, vierten oder
finften Reihe befinden. Die Anzahl der Pixel g eines umkehrbaren (n x n)-Feldes, die
nicht in der mittleren Reihe liegen, sind

n |5 ]4]3] 2

Anzahl Pixel || 20 | 12 | 6 | 2 oder 4
Somit ist ¢ in jedem Fall eine gerade Zahl. Sei s’ < ¢ die Anzahl dieser g Pixel, die
schwarz sind. Kehren wir nun die Farben in dem (n x n)-Feld um, so dndert sich s’ zu
g — s'. AuBerhalb des (n x n)-Feldes dndern sich die Farben nicht, sodass dort auch
nach dem Umférben noch s — s’ schwarze Pixel in den betrachteten Reichen sind. Somit
andert sich s zu s+ g — 2s’. Insbesondere dndert sich die Paritat von s durch Umférben
nicht, das heifft, die Anzahl an schwarzen Pixeln, die sich nicht in der mittleren Reihe
befinden, bleibt stets gerade beziehungsweise ungerade, je nach Startkonfiguration.

Nun besteht die Zielkonfiguration nur aus weilen Pixeln. Also ist hier s = 0 gerade.
Folglich muss die Anzahl an schwarzen Pixeln in der ersten, zweiten, vierten und fiinften
Reihe auch in der Startkonfiguration gerade sein. Sind alle Pixel in diesen Reihen
schwarz, so ist die Zahl 20 und damit gerade. Folglich kann sich das zu Beginn weifle
Pixel P nicht in einer dieser Reihen befinden und muss in der zentralen Reihe sein.

Vertauschen wir Reihen und Spalten in unserer Argumentation, so sehen wir, dass P
auch in der zentralen Spalte sein muss. Somit lasst sich nur die Startkonfiguration, in



der das weifle Pixel P im Zentrum steht, durch eine Folge von Umfarbungen in das
komplett weiBe (5 x 5)-Feld wandeln. Die zugehorige Folge von Umfarbungen wurde
bereits in Aufgabenteil a) geliefert.

Sei m die Anzahl der Indizes i, fiir die a; negativ ist, und sei n die Anzahl der Indizes
J, fiir die b; negativ ist. Insbesondere ist a; fiir 5 — m Indizes und b; fir 5 — n Indizes
positiv. Folglich

a1—|—a2+a3—i—a4—|—a5—|—b1+b2—|—b3—|—b4+b5:—m+5—m—n+5—n
=10—2n —2m
=2-(b—m—n)

Es reicht also zu zeigen, dass m+n gerade und damit 5—m—n # 0 ist. Dazu betrachten
wir das Produkt der Werte aller 25 Pixel. Dies ist einerseits gleich a; - as - a3 - a4 - a5 =
(—1)™ und andererseits gleich by - by - b3 - by - b5 = (—1)". Daher (—1)™ = (=1)", das
heifit, m + n ist gerade.
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a)

Von den Zahlen von 1 bis 2022 ist jede zweite Zahl gerade, jede vierte Zahl ist durch
4 teilbar, und so weiter. Folglich ldsst sich 2022! nur

\‘QOQZJ n \‘QOQZJ n {QOQZJ n n {QOZQJ
2 4 8 1024
1 1 1 1

< 2022

mal durch 2 teilen.

Die Anzahl der Nullen, auf die 2022! endet, entspricht der Héufigkeit des Faktors
10 = 2.5 in 2022!. Wir zdhlen zunéchst die Haufigkeit des Faktors 5. Jede fiinfte Zahl
ist durch 5 teilbar, jede fiinfundzwanzigste sogar durch 52, jede einhundertfiinfund-
zwanzigste durch 5% und so weiter. Der Faktor 5 kommt in 2022! also

{2022J {2022J {2022J {2022J {2022
) 25 125 625 3125

J:404+80+16+3+0=503

mal vor.

Der Faktor 2 hingegen kommt zumindest 1011 Mal in 2022! vor, da jede zweite Zahl
gerade ist. Daher ist 1059 die grofite Zehnerpotenz, die 2022! teilt, und 2022! endet
auf 503 Nullen.

Angenommen, 2" und 5" beginnen beide mit z. Sei a die Anzahl an Stellen von 2" und
b die Anzahl an Stellen von 5". Dann gilt:

2-10% < 2" < (z+41)-10%,
z-10" < 5" < (z+1)-10"

Gleichheit kann nicht erfiillt sein, weil 10¢ durch 5 und 10° durch 2 teilbar ist. Multi-
plizieren wir die beiden Ungleichungen und teilen durch 10%?, so erhalten wir

2 < 10" < (24 1)2
Esist # > 1 und z <9, sodass z2 > 1 und 22 < 100 und daher
10° < 10" < 10%
Folglich ist n —a — b = 1 und damit
22 < 10 < (z+1)2%
Da z eine ganze Zahl ist, erhalten wir
22 <3 <10 < 42 < (2 +1)

woraus z = 3 folgt. Damit ist z = 3 die einzige Ziffer, sodass es ein n gibt, fiir das
2" und 5" beide mit z beginnen. Das kleinste Beispiel ist n = 5 mit 2° = 32 und
55 = 3125.

Angenommen, 2% und 2° wiren solche Zahlen, a > b. Da der Rest einer Zahl bei
Division durch 9 gleich dem ihrer Quersumme ist und die beiden Zweierpotenzen durch
Ziffernvertauschen ineinander iibergehen, muss die Differenz 2°(2%7%—1) durch 9 teilbar
sein. Da 2% und 2° die gleiche Anzahl an Ziffern haben, kann a — b nur 1, 2 oder 3 sein.
Damit ist 227® — 1 gleich 1, 3 oder 7 und insbesondere nicht durch 9 teilbar. Also gibt
es keine solche Zahl.
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a)

Der Springer kann in vier Ziigen vom Start- ins Zielfeld gelangen. In weniger Ziigen ist
dies nicht moglich. Zum Beispiel springt er dazu jeweils 1, 2, 1, 1 Schritte nach rechts
und 2, -1, 2, 2 Schritte nach oben (fiir die andere Moglichkeit siehe Aufgabenteil b)).

Um die fiinf Schritte nach rechts zu gehen, sind mindestens drei Ziige des Springers
vonnoéten. Drei Schritte reichen jedoch nicht aus.

Begriindung 1: In drei Ziigen miisste der Springer jedoch in beliebiger Reihenfolge 2,
2, 1 Schritte nach rechts gehen und wiirde dann nicht mehr als 1, 1, 2 — also vier —
Schritte nach oben gehen konnen.

Begriindung 2: Wir betrachten eine Schachbrettfarbung des Spielfeldes. Dann wechselt
der Springer bei jedem Zug die Farbe. Start- und Zielfeld sind jedoch gleich gefarbt,
folglich muss die Anzahl an Spielziigen gerade sein.

Es gibt nur zwei solche Wege, eine pro Startmoglichkeit. Diese sind gegeben durch:

e cr springt jeweils 2, 2, -1, 2 Schritte nach rechts und 1, 1, 2, 1 Schritte nach oben;
e er springt jeweils 1, 2, 1, 1 Schritte nach rechts und 2, -1, 2, 2 Schritte nach oben.

e
|

Die zwei verschiedenen kiirzesten Wege fiir den Springer.

Begriindung: Wir erhalten den zweiten Weg aus dem ersten indem wir die Rollen von
Rechts und Links sowie von Start und Ziel vertauschen. Dementsprechend geben wir
im Folgenden nur die Argumentation fiir den ersten Weg an, der durch die Wahl des
ersten Schrittes gegeben ist.

Der Springer muss in vier Ziigen insgesamt fiinf Schritte nach rechts und fiinf Schritte
nach oben gelangen. Geht der Springer im ersten Zug zwei Schritte nach rechts, so
muss er einen Schritt nach oben gehen. Im zweiten Zug kann er nicht zwei Schritte
nach links, da er in den letzten zwei Ziigen nicht fiinf Schritte nach rechts gehen kénnte.
Er kann auch nicht einen Schritt nach links gehen, da er dann zwei Schritte nach oben
ziehen und damit das Spielfeld verlassen wiirde.

Geht der Springer im zweiten Zug einen Schritt nach rechts, so verbleiben zwei Schrit-
te nach rechts in den letzten beiden Ziigen. Diese konnen jedoch nur durch jeweils
einen Schritt nach rechts erreicht werden. Folglich geht der Springer dann jeweils
1,42, +2,+£2 Schritte nach oben. In den letzten drei Ziigen konnte der Springer al-
so nur £2 oder +6 Schritte nach oben gehen, aber nicht die bendtigten vier.

Geht der Springer im zweiten Zug zwei Schritte nach rechts, so verbleibt ein Schritt
nach rechts in den letzten beiden Ziigen. Das ist jedoch nur moglich, wenn der Sprin-
ger einmal zwei Schritte nach rechts und einmal einen Schritt nach links geht. Im
dritten Zug kann der Springer jedoch nicht zwei Schritte nach rechts unternehmen oh-
ne das Spielfeld zu verlassen. Der Springer geht also 2,2, —1, 2 Schritte nach rechts und
1,41, +2,+1 Schritte nach oben. Um die fiinf Schritte nach oben zu gehen, miissen
die Vorzeichen alle positiv sein. Dies ist in der Tat ein Weg vom Start- ins Zielfeld.



c)

d)

Das Tirmchen muss mindestens fiinfmal nach rechts und fiinfmal nach oben, daher
sind mindestens zehn Ziige notig.

Anzahl der Wege: 126.

Notation: Fir die Argumentation ist es glinstig die Felder zu indizieren: f;; sei das
Feld in der i-ten Zeile von unten und der j-ten Spalte von links. Wir fangen mit der
O-ten Zeile und der O-ten Spalte an, also ist das Startfeld fy o und das Zielfeld f; 5. Die
Anzahl der zulédssigen Wege fiir unsere Figur von fyo nach f;; sei a; ;.

Begriindung 1: Die wesentliche Beobachtung ist, dass jeder Weg von fyo nach fii 11
als vorletztes entweder das Feld f;y;; oder das Feld f; ;11 besucht. Dies liefert eine
disjunkte Zerlegung der Wege von foo nach fiiq;41. Umgekehrt lasst sich jeder Weg
von foo nach fi11; oder f; ;11 um einen Schritt auf das Feld f;; ;11 verlangern. Wir
erhalten somit, dass a;; der Rekursion

Qit1,j+1 = Qi1 + Qijya,

gentigt. Geeignete Anfangsbedingungen sind app = 1 und a;; = 0, wenn die Indizes
(1,7) € Z? kein Feld des Brettes beschreiben. Die Rekursion erlaubt die Berechnung des
Wertes a; ; fiir alle Felder, z.B. kann man zeilenweise von unten nach oben vorgehen.
So erhalt man a5 5 = 126 als Ergebnis.

Begriindung 2: Der Rechenaufwand der obigen Begriindung lasst sich mit folgenden
Uberlegungen erheblich verringern: Wenn mit einem Feld f; ; auch alle Felder, die in
dem Rechteck, das von fo und f; ; aufgespannt wird, zum Brett gehoren (das sind die
Felder f,, mit 0 <z <iund 0 <y <j ), dann ist der Wert a;; ein Eintrag aus dem
Pascalschen Dreieck, d.h.
Y (z + j)
1,] Z .

Jeder Weg von fyo nach f55 lauft iiber genau eines der Felder fo5, fi4 oder f3. Die
Anzahl der Wege, die iber f;4 laufen, erhélt man als Produkt der Anzahl der Wege
von foo nach f14 und der Anzahl der Wege von f; 4 nach f55. Aus Symmetrie sind
diese Anzahlen gleich, also gibt es ai 4 Wege von fyo nach f55 tiber fi 4. Genauso kann
man fiir die Zwischenfelder f5 und f;3 argumentieren. Die gesuchte Anzahl ist daher

5 2 5 2 5 2
ags+ai, +a3s = (0> + <1> + <2> — 124 5% 4 10% = 126.

Begriindung 3: Noch kiirzer geht es, wenn man sich das volle Brett mit sechs Zeilen und

sechs Spalten vorstellt. Hier gibt es (5;5) = 252 Wege von fyo nach f55. Jeder dieser

Wege benutzt entweder Felder im Gebiet NW oder im Gebiet SO (siehe Abbildung).

INW

50

Vervollstandigung des Spielfeldes.
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Im Folgenden betrachten wir alle Indizes modulo 3 (beziehungsweise modulo n im Teil d)).
Zunéchst einige wichtige Voriiberlegungen:

e Da die Koeffizienten der Gleichung durch (cos(«;))? gegeben sind, kénnen wir die Win-

kel «; stets bis auf Vielfache von 7w betrachten.

Bezeichnet f3; den Innenwinkel des Dreiecks AA;AsAs bei A;, so gilt dann o,y =
a; + Biy1-

Bezeichnen wir mit R den Umkreisradius des Dreiecks A A; A Az, dann gilt nach dem
Peripherie-Zentriwinkelsatz ZA; M A; 1 = 203;,2 auch, wenn M auflerhalb des Dreiecks
liegt. Daher gilt immer F; = R; sin(25;42).

Wir verwenden F' = Fy + F; + F3, um die Gleichung f,(P) = F/2 in die homogene

Form
1

0 = (cosQ(al) — ;)Fl + <COS2(042) — 2>F2 + <COS2(a3) — ;)Fg (1)

zu bringen. In unserem Fall, also P = M, erhalten wir mithilfe von 1 = sin?(o;) +
cos?(ay), des Cosinus-Additionstheorems und der letzten Voriiberlegung fiir jeden Sum-
manden auf der rechten Seite

R2
Z.

<cos2(ozi) — ;)FZ = cos™() ;SinQ(ai)R2 sin(2f;42) = cos(2q) sin(26;12)

Benutzen wir die zweite Voriiberlegung, so folgt aus dem Sinus-Additionstheorem
sin(26;42) = sin(2a449 — 2011) = sin(2a;42) cos(2a11) — cos(2a49) sin(2a;41).
Somit ist Gleichung (1) dquivalent zu

0= cos(2aq) cos(2am) sin(2a3) — cos(2ay) cos(2as) sin(2as)
+ — cos(2as) cos(2ay ) sin(2a)

+ cos(2a3) cos(2aq) sin(2as) —

Die letzte Gleichung ist offenbar erfillt. Somit haben wir f (M) = F/2 gezeigt.

Fiir eine gegebene Gerade g sind (cos(«;))? Konstanten. Der Flicheninhalt F; ist eine
lineare Funktion in den Koordinaten von P: Wer die Darstellung des Flacheninhalts in
kartesischen Koordinaten mittels des Betrags des Kreuzprodukts zweier aufspannender
Vektoren oder mittels Determinante kennt, sieht das sehr leicht. Ansonsten kann der
Flacheninhalt auch als halbes Produkt der Langen der gegebenen Grundseite a; ; und
der Hohe von P auf a;_; berechnet werden. Die Lange der Hohe ist offenbar eine lineare
Funktion in den Koordinaten von P (dies kann beispielsweise tiber ahnliche Dreiecke
oder Rotation des Koordinatensystems eingesehen werden).

Folglich ist f,(P) = F/2 eine lineare Gleichung in den Koordinaten von P. Der Lo-
sungsraum ist somit die ganze Ebene, die leere Menge, oder eine Gerade. Schlieflen wir
die ersten beiden Falle aus, so ist die Aussage gezeigt.

Wiare der Losungsraum die ganze Ebene, so wiirden die drei Eckpunkte A; die Glei-
chung erfillen, also f,(A;) = F/2. Diese Gleichungen vereinfachten sich dann zu
(cos(iy1))*F = F/2, was dquivalent zu a;,; = 45° oder ;11 = 135° wire. Wegen
i1 = a; + Bipq wirde 5,11 = 90° folgen. Kein Dreieck kann aber drei rechte Winkel
haben, Widerspruch!

Der Loésungsraum kann aber auch nicht leer sein, da wir in Aufgabenteil a) gezeigt
haben, dass der Umkreismittelpunkt die Gleichung fiir jede Gerade g erfiillt.



c)

In Aufgabenteil b) haben wir gesehen, dass fiir eine gegebene Gerade g die Gleichung
fo(P) = F/2 eine Gerade beschreibt. Aus Aufgabenteil a) wissen wir, dass der Um-
kreismittelpunkt M immer auf dieser Losungsgeraden liegt. Gébe es einen weiteren
Punkt N # M, der f,(N) = F/2 fir alle Geraden ¢ erfillt, so wire die Gerade durch
M und N immer die Losungmenge zu der Gleichung f,(P) = F/2.

In Aufgabenteil b) haben wir bereits gezeigt, dass fir eine Gerade g genau dann
fo(4) = g erfiilllt ist, wenn «a;,1 = 45° oder a;,1 = 135° gilt. Solche Gerade exis-
tieren natiirlich. Folglich miissten die Eckpunkte des Dreiecks auf der Geraden durch

M und N liegen, Widerspruch!

Begriindung 1: Ein konvexes Polygon lasst sich entlang von Diagonalen in Dreiecke
zerlegen. Alle Dreiecke haben ebenfalls M als Umkreismittelpunkt. Daher gilt fiir jedes
Dreieck AA;A;A; und jede Gerade g nach Teil a) die entsprechende Gleichung

Fijk
2 )

(cos(vi ;)2 F7* + (Cos(aj,k))QF;jk + (cos(a,) )2 FF =

wobei F* den Flicheninhalt des Dreiecks AA;A; Ay, F7*, F;jk, EP* die orientier-
ten Flacheninhalte der Dreiecke AA; A; M, AA;ALM, AARA;M und «; ; den entspre-
chenden Schnittwinkel zwischen der Geraden g und der Kante oder Diagonale A;A;

bezeichnet.

Summieren wir nun diese Gleichungen fiir alle Dreiecke der Zerlegung von A1 A, ... A,
auf, so erhalten wir auf der rechten Seite den halben Flacheninhalt F'/2 des Polygons.
Auf der linken Seite gilt fiir jede Kante A; A, offensichtlich «; ;11 = ; und Fii(iﬂ)j =F;.
Die entsprechenden Ausdriicke summieren sich also genau zu

(cos(a))2Fy + (cos(ap))?Fy + ... + (cos(ay,))* F,.

Es verbleiben die Ausdriicke (cos(a; ;))2F;?* fiir eine echte Diagonale 4;A;. Jede solche
Diagonale kommt aber in zwei Dreiecken AA;A; A, und AA;A; Ay vor, zu beachten
ist die unterschiedliche Orientierung. Der Winkel «; ; ist in beiden Féllen gleich, die
Dreiecke AA;A; M und AA;A; M sind aber verschieden orientiert, sodass Ffj F— —Fl-jik/
und daher

(cos(av ;)2 7% + (cos(ai7j))2Fﬁk, =0

3 7

gilt. Damit heben sich die entsprechenden Ausdriicke auf und wir erhalten fiir alle
Geraden ¢ die zu zeigende Gleichung

(cos(ay))?Fy + (cos(az))?Fy + ... + (cos(ay))*F, = Z;

Begriindung 2: Die obige Argumentation lasst sich mithilfe einer vollstdndigen Induk-
tion tiber die Anzahl n der Ecken verkiirzen. Der Fall n = 3 ist Aufgabenteil a). Haben
wir nun ein Polygon A; A, ... A, mit n > 3, so zerlegen wir es in das Dreieck A; A A;
und das (n — 1)-Eck A;As... A,. Nach Induktionsannahme gilt die Formel fir diese
beiden Polygone. Addieren wir beide Gleichungen, so erhalten wir auf der rechten Seite
den Fécheninhalt von A;A, ... A,. Auf der linken Seite erhalten wir zwei zusatzliche
Summanden: Einen fir die Kante A3A; im Dreieck A;A5A3 und einen weiteren fir
die Kante A; A3 im Polygon A;As... A,. Diese Kanten unterscheiden sich nur in ihrer
Orientierung und somit heben sich die korrespondierenden Terme gegenseitig auf (siehe
erste Begriindung).



