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Aufgabe 1: Brunnen 10 Punkte

An einem Brunnen stehen ein 3-Liter-Geféaf3, ein 8-Liter-
Gefal und ein 18-Liter-Gefafl. Die drei Geféifle konnen
beliebig oft am Brunnen aufgefiillt, geleert oder ineinan-
der umgefiillt werden.

Erklart, wie man nur mit diesen drei Gefifien jede ganz-
zahlige Litermenge von 1 bis 18 genau abmessen kann.

Lésungsvorschlag:

Durch (mehrmaliges) Fiillen und Umfiillen der Geféfe in das grofie Geféf8 erhélt man unmittelbar:

e 3L e 8L e ISL e 11L=8L+3L

e 6L=2-3L e 16L=2-8L o 4L =8L+2-3L
e 9L =3-3L o 17TL=8L+3-3L
e 121, =4-3L

e 15L=5-3L

Durch (mehrmaliges) Entleeren eines grofleren Gefifies in kleinere Gefifie erhilt man als Rest im
grofleren Gefif:

e 5 L=8L-3L e 10L=18L —-8L e TL=18L-8L-3L
e 2L =18L-8L—-8L e AL=18L—-8L—-3L—-3L

e I1IL=18L—-8L—-3L-3L-3L
Um 13 L abzumessen, giefft man aus dem grofien Gefifl zundchst 8 L ab und fiillt dann mit dem kleinen
Gefiafl 3 L nach:

e 13L = (18L—8L)+3L
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Aufgabe 2: Zahlenkreise 10 Punkte

Tragt in die kleinen Kreise der nebenstehenden Fi-
gur positive ganze Zahlen so ein, dass

e die Summe der vier Zahlen in jedem der fiinf
groflen Kreise 50 ergibt,

e die Summe der vier Zahlen in jeder der zehn
gestrichelten Reihen ebenfalls 50 ergibt,

e insgesamt keine Zahl doppelt vorkommt.

Findet alle Moglichkeiten. Begriindet anschlieflend,
weshalb es keine weiteren Moglichkeiten gibt.

Loésungsvorschlag:

e Im unteren rechten Kreis findet man sofort die Zahlen 18 und 5.

e Nach Eintrag von x in den oberen linken kleinen Kreis ergeben sich in den oberen drei Zeilen
weitere Eintragungen in Abhéngigkeit von x.

e Dadurch ergeben sich in den noch fehlenden kleinen Kreisen unten links die Zahlen 8 und 19.

e Wegen x — 10 muss x > 10 und wegen 33 — x muss x < 33 gelten. x soll ja eine positive ganze
Zahl sein.

e Da alle Eintrége verschieden sein sollen, darf x nicht 11,15,16,18 oder 19 sein, denn diese Zahlen
sind schon eingetragen.



e Einsetzen von 13, 14, 17, 23, 24, 26 und 27 in z — 8 fiihrt auf Zahlen, die schon eingetragen sind,
némlich 5, 6, 9, 15, 16, 18 und 19.

e Einsetzen von 21, 25, 28 und 29 in x — 10 fiithrt auf Zahlen, die schon eingetragen sind, nédmlich
11, 15, 18 und 19.

e Einsetzen von 22 in 33 — «x fithrt auf die Zahl 11, die schon eingetragen ist.

e Einsetzen von 30,31 und 32 in 37 — x fithrt auf Zahlen, die schon eingetragen sind, ndmlich 7,6
und 5.

e iibrig bleiben x = 12 und x = 20, die beim Einsetzen in £ — 8 und z — 10 und 33 —x und 34 — =
und 37 — x immer auf Zahlen fiithren, die noch nicht eingetragen sind.

e Es gibt also zwei Losungen. Beide erfiillen die Vorgaben, dass positive ganze Zahlen eingetragen
werden sollen und keine Zahl doppelt vorkommt.

Hinwers: Natiirlich kann man die Eintragung der Zahlen auch durch Knobeln erhalten. Dabei muss
aber deutlich werden, dass alle Eintragungsmoglichkeiten gefunden wurden und dass es dariiber hinaus
keine weiteren Moglichkeiten gibt.
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Aufgabe 3: Sehnenviereck (a) 7 Punkte (b) 3 Punkte

Wir betrachten ein Viereck ABCD mit den folgenden Eigenschaften:
1. Die Eckpunkte A, B, C' und D liegen in dieser Reihenfolge gegen den Uhrzeigersinn auf einem
Kreis mit dem Mittelpunkt M.
2. Der Mittelpunkt M liegt auf AB.
3. Die Seiten AB und CD sind parallel.
4. Der Radius C'M schlieit mit der Seite C'D einen Winkel der Gréfie a ein.
5. Der Radius CM schneidet die Diagonale BD im Punkt S.

(a) Ermittelt fir @ = 46° durch geometrische Uberlegungen die GréBe des Winkels <C BSC.

(b) Die WinkelgroBe o sei nun nicht mehr fest vorgegeben. Zeigt, dass der Winkel << BSC' immer
kleiner als 135° ist.

Lésungsvorschlag:

(a) Wir zeichnen zu <M CD kongruente Winkel ein:

e Da die Seiten AB und C'D nach Voraussetzung parallel sind, ist der Winkel <CCM B als
Wechselwinkel kongruent zu <M CD.

e Zeichnet man den Radius DM ein, entsteht das gleichschenklige Dreieck AMC D mit zwei
Radien als Schenkeln. Nach dem Basiswinkelsatz sind dann die Basiswinkel <M CD und
LM DC kongruent. (Mit dem Wechselwinkel <CDM A erhalten wir sogar noch einen vierten
kongruenten Winkel.)

Es gilt also |[<MCD| =|<LCMB| =|<MDC| =|<LDMA| = a.

Kongruente Winkel Bestimmung von [<LBSC|

Wir arbeiten zunichst mit a weiter und setzen am Ende o = 46° ein:
e Nach dem Nebenwinkelsatz ist |[<XBM D| = 180° — a.

e Auch das Dreieck AM BD ist mit zwei Radien gleichschenklig. Nach dem Basiswinkelsatz
sind die Basiswinkel <M BD und <{M DB also kongruent und der Innenwinkelsummensatz
liefert [XMBD| =[LMDB| = & - (180° —|<CBMD|) = & - (180° — (180° — a)) = §.

2
e Daraus folgt [<SDC| =|XMDC| —|SMDB|=a - § = §.

e Nach dem Auflenwinkelsatz fiir das Dreieck ASCD ist der gesuchte Winkel <<BSC' nun

genauso grofl wie die beiden nicht anliegenden Innenwinkel dieses Dreiecks zusammen.

Es gilt also [{BSC| =[LMCD| +|SDC| = a+ § = 22



Fiir a = 46° erhalten wir so [S{BSC| = 69°.

Bemerkung: Alternativ kann man auch den Nebenwinkel des gesuchten Winkels direkt mit dem
Innenwinkelsummensatz bestimmen. Zudem lassen sich diese Argumentationen auch iiber das
Dreieck AM S B fiihren. In diesem Fall kénnen die Innenwinkel auch unter anderem mithilfe des
Satzes des Thales fiir das Dreieck AABD ermittelt werden. Bei Symmetrieargumenten ist darauf
zu achten, das Trapez zunéchst als gleichschenklig zu identifizieren.

Einerseits ist LM CD ein Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck AMC D, also muss a < 90°
sein. Andererseits gilt [XBSC| = 32. Also ist [LBSC| < ¥ = 135°.

Bemerkung: Selbstversténdlich ist es moglich, in (a) nur den Spezialfall 46° zu behandeln und
die allgemeine Rechnung dann in (b) anzustellen.
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Aufgabe 4: Eine besondere Zahl 10 Punkte

Es gibt genau eine zehnstellige Zahl, in der jede der Ziffern 0 bis 9 genau einmal vorkommt, und die
die folgende Eigenschaft hat:

Betrachtet man statt der gesamten Zahl nur die ersten n Ziffern der Zahl (wobei n irgendeine Zahl
zwischen 1 und 10 sein kann), so ist die entstehende Zahl immer durch n teilbar. Nimmt man also
zum Beispiel die ersten drei Ziffern der Zahl, so ergibt sich eine Zahl, die durch 3 teilbar ist; die Zahl,
die sich aus den ersten fiinf Ziffern ergibt, ist durch 5 teilbar usw.

Findet diese Zahl. Begriindet fiir jede Ziffer, wie ihr auf deren Position innerhalb der Zahl gekommen
seid. Auch fiir richtige Positionen einzelner Ziffern und die entsprechenden Begriindungen gibt es
Punkte.

L6ésungsvorschlag

Die Ziffer an der i-ten Stelle der Zahl wird im Folgenden mit a; bezeichnet. Fiir die Zahl, die
sich aus den k Ziffern a;,,a;,,...,a; in dieser Reihenfolge zusammensetzt, nutzen wir die Bezeich-
nung (a;, @i, - .. a;, ). Die Zahl selbst ist also (ajaz...a10), die aus den ersten ¢ Ziffern beispielsweise
(a1a2 PN ag).

(i) Zunichst erkennt man, dass die Zahlen, die aus den ersten zwei, vier, sechs, acht und zehn Ziffern
gebildet werden, durch eine gerade Zahl teilbar sein miissen. Die ungeraden Ziffern miissen also
an den ungeraden Stellen stehen, die geraden an den geraden.

(ii) Da die gesamte Zahl mit zehn Stellen durch zehn teilbar sein muss, ist ajg = 0.

Die Zahl aus den ersten fiinf Ziffern ist durch fiinf teilbar; da die Null schon vergeben ist, ist
as = 9.

(iii) Die Zahl (ajagazas) muss durch 4 teilbar sein. Das ist genau dann der Fall, wenn (agas) durch
4 teilbar ist. Da a3 nach (i) ungerade ist, geht das nur, wenn a4 = 2 oder a4 = 6 ist (die Null
wurde in (ii) schon vergeben).

(iv) Die Zahlen (ajagas) und auch (ajazasasasag) sind durch drei teilbar. Damit sind auch ihre

Quersummen durch drei teilbar, damit auch die Differenz a4 + a5 4 ag dieser Quersummen, und
damit auch die Zahl (asasag).
Mit (ii) und (iii) ergibt sich zwingend eine der Formen (a4asag) = (25a6) oder (agasag) = (65ag),
also expliziter die Moglichkeiten 252, 255, 258, 651, 654, 657. Die Ziffer ag ist nach (i) gerade,
also bleiben 252, 258 und 654; da keine Ziffer doppelt vorkommen darf, entfillt 252, es ist also
a4 = 6 und ag = 4 oder a4 = 2 und ag = 8.

Wir miissen also die beiden Félle (agasa¢) = 258 und (aqasag) = 654 betrachten.

Fall (a4a5a6) = (258):

(v) Fiir die geraden Stellen bleiben in diesem Falle 6 und 4 auf as und ag zu verteilen.
Die Zahl (ajazasasasagarag) ist durch acht teilbar genau dann, wenn (agarag) durch acht teilbar
ist. Es ist ag = 8 und ay ungerade.

Da keine der Zahlen der Form (8a74) mit a7 ungerade durch acht teilbar ist, ist also ag = 6 und
als letzte zu vergebende gerade Stelle as = 4.

Als Moglichkeiten fiir die siebte Stelle bleiben a7 = 1 oder a7y = 9.



(vii)

Zu vergeben sind nun noch die Ziffern 1,3, 7 und 9 auf die Stellen ay, a3, a7 und ag. Da (ajazas)
durch drei teilbar sein soll und as = 4 ist, muss die Summe a1 + ag modulo 3 Rest zwei lassen.
Dies ist mit den Zahlen 1,3,7 und 9 nur fiir 1 und 7 der Fall.

Da (ajazasasazagaragag) durch 9 und somit durch drei teilbar ist und auch (ajasasagasag) durch
3 teilbar ist, muss auch (da ag = 6 ist) a7 +ag durch 3 teilbar sein. Zusétzlich ist nach (v) ay = 1
oder ay = 9, wovon die 1 entfallt, da sie fiir a; oder ag eingesetzt werden muss, also ist a7 = 9.
Es bleiben daher nur zwei Moglichkeiten:

1472589630 und 7412589630.

Fiir keine dieser Zahlen ist der aus den ersten sieben Ziffern gebildete Teil 1472589 bzw. 7412589
durch sieben teilbar; fiir (aqasag) = 258 gibt es die gesuchte Zahl also nicht.

Fall (aqasag) = (654):

(viii)

Fiir die geraden Stellen bleiben in diesem Falle 2 und 8 auf as und ag zu verteilen.
Die Zahl (ajasasasasagarag) ist durch acht teilbar genau dann, wenn (agarag) durch acht teilbar
ist. Es ist ag = 4 und a7 ungerade.

Da alle Zahlen der Form (4a78) mit a7 ungerade nicht durch acht teilbar sind, ist also ag = 2
und mithin als letzte zu vergebende gerade Stelle ao = 8. Weiterhin bleiben als Moglichkeiten
fiir die siebte Stelle a; = 3 oder a7 = 7.

Zu vergeben sind nun noch die Ziffern 1,3, 7 und 9 auf die Stellen aq, ag, a7 und ag. Da (ajazas)
durch drei teilbar sein soll und as = 8 ist, muss die Summe a; + a3 modulo 3 Rest eins lassen.
Ebenso muss (ajagasasasasaragag) durch 9 und also auch durch 3 teilbar sein, also auch die
Quersumme, und wegen a4 + as + ag = 15 muss auch (ayagag) durch drei teilbar sein und daher
(da ag = 8 ist) a7 + ag hierbei Rest eins lassen; zusétzlich ist nach (viii) a7 = 3 oder a; = 7.
Hierfiir gibt es acht Moglichkeiten:

1896543270, 1896547230, 9816543270, 9816547230, 7896543210,
9876543210, 3816547290, 1836547290.

Hiervon ist nur fiir 3816547290 der aus den ersten sieben Ziffern gebildete Teil 3816547 durch
sieben teilbar; die gesuchte Zahl ist also gefunden.

(Man kann noch priifen, dass fiir diese Zahl die Teilbarkeitsbedingungen wirklich alle erfiillt sind; nach
Aufgabenstellung ist aber Existenz und Eindeutigkeit gegeben und muss nicht gezeigt werden.)
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Aufgabe 1: Primteiler von 2026
(Aufgabe (a): 1 Punkt, (b): 2 Punkte, (c): 3 Punkte, (d): 4 Punkte)
Katarina behauptet, dass die Primzahlzerlegung von 2026 gegeben ist durch

2026 = 2-1013.

Klarerweise ist 2 eine Primzahl. Um zu zeigen, dass eine Zahl p, € N eine Primzahl ist, schligt
Katarina die folgende Vorgehensweise vor:

(1) Man zeigt, dass p. keine Quadratzahl ist.
(2) Man bestimmt alle Primzahlen p € [1,/py).

(3) Man zeigt fiir jede der Primzahlen p € [1, ,/p*), dass ps nicht durch p teilbar ist, indem man
eine Darstellung mit Rest angibt.

Verwende Katarinas Verfahren in den Aufgabenteilen (a)-(c), um zu zeigen, dass die Zahl 1013 auch
eine Primzahl ist.

(a) Zeige, dass 1013 keine Quadratzahl ist.

(b) Gib alle Primzahlen p € [1, vV 1013) an und zeige dabei jeweils mit Katarinas Verfahren, dass p
wirklich eine Primzahl ist.

(¢) Wende Katarinas Vorgehensweise auf die Zahl p, = 1013 mit den Primzahlen p aus Teil (b) an.

Da sie Primzahlen so interessant findet, {iberlegt sich Katarina, wie man allgemein noch mehr Prim-
zahlen konstruieren kann. Sie hat folgende Idee.

(d) Es seien P = {p1,...,pr} die Primzahlen zwischen 1 und n. Es seien A und B zwei natiirliche
Zahlen, sodass gilt:
(i) Alle Primzahlen in P teilen A - B.
(ii) Keine der Primzahlen in P teilt sowohl A als auch B.
(iii) Es gilt 1 < A — B < n?.
Zeige, dass A — B eine Primzahl ist.

Losungsvorschlag:
(a) Die Zahl 1013 ist keine Quadratzahl, denn

31-31 =961,
3232 =1024,

also
31-31 <1013 < 32-32.

(b) Bei den Primzahlen p € [1,1/1013) handelt es sich um die Menge der 11 Zahlen
M :={2,3,57,11,13,17,19,23,29,31} .

Wir wenden fiir alle p € M Katarinas Argumentationsweise an. Die Zahl 2 ist klarerweise eine
Primzahl. Desweiteren sind alle anderen Zahlen p € M\{2} ungerade und deshalb nicht durch 2
teilbar. Weiter gilt:

e 3: 3 =241 ist als ungerade Zahl nicht durch 2 teilbar.
o5 2:-2=4<5<3:-3=9und b5 =2-2+1 ist nicht durch 2 teilbar.



70 2:2=4<7<3-3=9und 7=2-3+ 1 ist nicht durch 2 teilbar.
‘3<1l<4-4und 11 =2-5+1=3-3+ 2 ist weder durch 2 noch durch 3 teilbar.
3<13<4-4und 13=2-2-3+ 1 ist weder durch 2 noch durch 3 teilbar.

4 <17<5-5und 17=2%*+1 =35+ 2 ist weder durch 2 noch durch 3 teilbar.
4 <19<5-5und 19=2-3-3+ 1 ist weder durch 2 noch durch 3 teilbar.
4<23<5-5und 23 =2-11+1=75-22+1 ist weder durch 2 noch durch 3 teilbar.
5 <29<6-6und?29=2-3+5=5-54+4=2-2-7+1 ist nicht durch 2,3,5

11: 3
13: 3
17: 4
19: 4
23: 4
29: 5

teilbar.
31: 5-5<31<6-6und 31 =2-3-5+ 1 ist nicht durch 2,3, 5 teilbar.

(¢c) Wir fithren nun den Primzahltest mit allen p € M fiir die Zahl 1013 aus:

p=2:
p=3:
p=>5:
p=7T:
p=11:
p=13:
p=17:
p=19:
p=23:
p=29:
p=3l:

1013 ist ungerade, also nicht durch 2 teilbar.
1013 = 999 + 14, wobei 999 durch 3 teilbar ist und 14 = 3 - 22 + 2 nicht.

Da die letzte Ziffer von 1013 weder 0 noch 5 lautet, ist 1013 offensichtlich nicht
durch 5 teilbar.

7-144 = 1008, also 1013 = 7- 144 4 5.

11 -
13-
17-
19 -
23 -
29 -
31-

92 = 1012, also 1013 =11-92 4 1.
77 = 1001, also 1013 = 13 - 77 + 12.
59 = 1003, also 1013 = 17 - 59 4 10.
53 = 1007, also 1013 = 19 - 53 4 6.
44 = 1012, also 1013 =23 - 44 + 1.
34 = 986, also 1013 =29 - 34 + 27.
32 =992, also 1013 = 31 - 32 + 21.

(d) Es sei ¢ die kleinste Primzahl, die N = A — B teilt. Wir wollen zeigen, dass ¢ = N. Falls ¢ > n
gilt, ist N/qg = (A — B)/q < n*/q < (¢-n)/q = n. Damit ist jeder Primteiler von N/q strikt
kleiner als n und damit strikt kleiner als q. Laut der Wahl von ¢ als kleinster Primteiler, kann
N/q dann keine Primteiler haben, muss also gleich 1 sein. Damit folgt ¢ = V.

Nun betrachten wir den Fall ¢ < n. Per Definition von P ist damit ¢ ein Element von P. Da
g nach (i) das Produkt A - B teilt und eine Primzahl ist, teilt ¢ mindestens einen der beiden
Faktoren A oder B. Nach (ii) teilt ¢ genau eine der zwei Zahlen A und B. Angenommen g teilt
A (der Fall, dass ¢ die Zahl B teilt, geht analog). Da ¢ aufgrund der anfinglichen Annahme der
kleinste Primteiler von N = (A — B) ist, teilt ¢ somit auch A — (A — B) = B. Dies ist jedoch
ein Widerspruch zu (ii). Damit kann dieser Fall nicht auftreten.
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Aufgabe 2: Hohere Mathematik mit Taschenrechnern
(Aufgabe (a): 2 Punkte, (b): 4 Punkte, (c): 4 Punkte)

Die Firma Rockmath stellt zertifizierte Outdoor-Taschenrechner her, die Stiirze aus grofler Héhe unbe-
schadet iiberstehen miissen. Fiir die Zertifizierung werden Prototypen der neuen Taschenrechner aus
verschiedenen Stockwerken des 20-stéckigen Firmengebédudes fallen gelassen.

Untersucht werden soll, wie viele Versuche bei einer geschickten Vorgehensweise héchstens gebraucht
werden, um festzustellen, bis zu welcher Hohe genau (in Stockwerken) der neue Taschenrechner Rock
Bottom einen Sturz auf das Pflaster unbeschadet {ibersteht.

Bei nur einem Prototypen ist die Sache klar: Da fiir ein eindeutiges Testergebnis der Taschenrechner
erst dann kaputtgehen darf, wenn man schon weif3, dass er beim Fall aus dem direkt darunterliegenden
Stockwerk nicht kaputtgeht, muss man im ersten Stock anfangen und dann immer hoher gehen, bis
der Taschenrechner kaputtgeht. Man kann also mit maximal N Versuchen herausfinden, bis zu welcher
Hohe h < N der Taschenrechner unbeschadet bleibt.

(a) Betrachtet den Fall, dass es 2 Prototypen gibt, die zum Testen verwendet werden kénnen. Be-
schreibt zunéchst eine Teststrategie, die mit weniger als 9 Versuchen auskommt.

Beachtet: Nur wenn ein Taschenrechner einen Sturz unbeschadet iibersteht, kann er fiir einen
weiteren Versuch verwendet werden.

(b) Die Strategie aus (a) ist nicht unbedingt optimal im Sinne der Anzahl der Versuche. Findet eine
weitere Teststrategie, die bei 2 Prototypen mit maximal 6 Versuchen auskommt, und zeigt, dass
dies mit weniger Versuchen im Allgemeinen nicht méglich ist.

(c) Findet eine Teststrategie fiir 3 Prototypen mit hochstens 5 Versuchen.

Bis zu welcher Hohe kann man mit 3 Prototypen und 5 Versuchen theoretisch testen, wenn man
aufler Acht ldsst, dass das Gebdude nur 20 Stockwerke hat? (Diese Zahl kann grofier als 20 sein.)

Tipp: Leitet eine allgemeine Berechnungsvorschrift fiir die Hohe her, bis zu der mit P Prototypen
in N Versuchen getestet werden kann.

Lésungsvorschlag:

Man kann sich zunéchst klarmachen, dass es bei mehr als einem Prototypen sinnvoll sein kann, gleich
in einem hoheren Stockwerk anzufangen und dann — je nach Ausgang des Experiments — weiter oben
bzw. unten weiterzumachen.

Es ist nicht sinnvoll ganz oben zu starten, denn, ldsst man den ersten Taschenrechner aus dem 20.
Stockwerk fallen und er geht kaputt, dann braucht man bis zu 19 weitere Versuche (ausgehend vom
ersten Stock) um die Hohe h = 19 zu zertifizieren; fingt man dagegen im 10. Stock an und macht
danach in Einerschritten weiter, braucht man héchstens noch 9 weitere Versuche.

In der Mitte anzufangen, ist also sicherlich besser, als ganz oben oder ganz unten zu starten, aber
immer noch nicht optimal, wenn man nach dem ersten erfolgreichen Versuch nicht weiter ausnutzt,
dass man ja noch mehr als einen funktionstiichtigen Taschenrechner hat.

(a) Wir betrachten das Testen mit 2 Taschenrechnern, im Folgenden T-1 und T-2 genannt. Gesucht
ist eine Strategie fiir weniger als 9 Versuche. Nach den Voriiberlegungen kénnte man auf die
Idee kommen, die 20 Stockwerke grob in Drittel aufzuteilen und z.B.

e mit T-1 im 7. Stock zu starten und, falls T-1 dort kaputtgeht, mit T-2 im 1. Stock und
dann Stockwerk fiir Stockwerk aufsteigend weiterzumachen, um so mit bis zu 6 weiteren
Versuchen die maximale FallhGhe zu ermitteln;

e wenn T-1 beim Sturz aus dem 7. Stock unbeschadet bleibt, macht man mit T-1 z.B. im
14. Stock weiter; geht T-1 dort kaputt, dann muss die maximal zuléssige Fallhéhe zwischen
h = 7 und h = 13 liegen und um diese zu bestimmen, verwendet man T-2 und braucht
dafiir maximal 13 — 7 = 6 weitere Versuche;



e wenn T-1 auch beim Sturz aus dem 14. Stock unbeschadet bleibt, dann hat man nach
maximal 20 — 14 = 6 weiteren Versuchen mit T-1 im 15., 16., ... oder 20. Stock die Antwort.

Insgesamt braucht man mit dieser Vorgehensweise maximal 8=1+1+6 Versuche.

Die Strategie aus (a) kann verbessert werden. Folgendes ist bei der Zerlegungsidee aus (a) ndmlich
zu beriicksichtigen: Immer, wenn man bei der Methode aus (a) weiter nach oben geht, weil der
Versuch in einem unteren Stockwerk erfolgreich war, hat man bereits einen Versuch verbraucht.
Will man jedoch die maximale Anzahl der Versuche bei jedem Sprung nach oben konstant halten,
so miissen die Spriinge nach oben also jeweils um 1 kleiner werden.

Unsere Zielmarke sind 6 Versuche.

e Wir starten mit T-1 im 6. Stock (1. Versuch). Falls T-1 dabei kaputtgeht, arbeiten wir mit
T-2 die Stockwerke 1-5 ab (max. 5 weitere Versuche).

e Falls T-1 den Sturz aus dem 6. Stock tibersteht, wiederholt man mit T-1 den Versuch vom
6+ (6 —1) = 11. Stockwerk aus (2. Versuch). Geht T-1 dort kaputt, testet man mit T-2 die
Stockwerke 7-10 dazwischen (max. 4 weitere Versuche).

e Falls T-1 auch den Sturz aus dem 11. Stock iibersteht, wiederholt man mit T-1 den Versuch
im 11+ (6 —1—1) = 15. Stockwerk (3. Versuch). Geht T-1 nun im 15. Stock kaputt, testet
man mit T-2 die Stockwerke 12-14 dazwischen (max. 3 weitere Versuche).

e Falls T-1 sogar den Sturz aus dem 15. Stock iibersteht, machen wir im 154+ (6 — 1 —1 —
1) = 18. Stock weiter (4. Versuch). Verlauft dieser Versuch erfolgreich, werden anschlieBend
die Stockwerke 19 und 20 mit T-1 getestet. Verlduft der Versuch negativ, sind noch die
Stockwerke 16 und 17 mit T-2 zu testen. In beiden Fillen werden dazu noch max. 2 Versuche
bendtigt.

Insgesamt braucht man auf diese Weise nicht mehr als 6 Versuche. Dass eine solche Teststrategie
mit 6 Versuchen nicht eindeutig ist, siecht man daran, dass wir beispielsweise die letzten beiden
Versuche in beliebiger Reihenfolge durchfithren kénnen.

Dass bei 2 Taschenrechnern eine erfolgreiche Teststrategie mit weniger als 6 Versuchen i.A.
nicht moglich ist, kann man sich leicht wie folgt {iberlegen: Bei maximal 5 Versuchen, muss
der erste Versuch aus dem 5. Stock erfolgen, damit die Stockwerke darunter gegebenenfalls
getestet werden konnen (falls der Taschenrechner gleich zu Beginn zerbricht). Dann reichen
aber die verbleibenden 4 Versuche nicht mehr, um den 20. Stock zu erreichen. Dies sieht man
folgendermaflen: Die Stockwerke, die man testet, solange der Taschenrechner unbeschadet bleibt,
sind 5, 9, 12, 14. Danach ist nur noch ein Versuch {iibrig, mit dem man jedoch noch bis zu 6
Stockwerke zu testen miisste.

Wir beantworten zunéchst die Frage zur maximalen Testhohe. Dazu bezeichnen wir mit h(N, P)
das hochste Stockwerk, bis zu dem mit N Versuchen und P Prototypen eindeutig festgestellt
werden kann, bis zu welchem maximalen Stockwerk der Taschenrechner unbeschadet bleibt.
Mit N = 10 und P = 1 koénnen wir zum Beispiel fiir jedes Stockwerk 1 bis 10 testen, ob der
Taschenrechner unbeschadet bleibt. Wir wissen bereits, dass

h(N,1) =N,

weil man mit einem Prototypen vom 1. Stock ausgehend immer eins nach oben geht, bis der
Taschenrechner kaputt geht. Auflerdem ist

h(1,P)=1.

Nun sei hg das Stockwerk, von dem aus man die Versuchsreihe mit einem Prototyp-Taschen-
rechner T-1 startet. Fiir eine Anzahl N > 1 an verfiigharen Versuchen mit P > 1 Prototypen
muss man, wenn der Taschenrechner T-1 bei diesem 1. Versuch unbeschadet bleibt, oberhalb von
ho weiter testen. In diesem Fall hat man weiterhin P Prototypen, aber nur noch N — 1 Versuche
zur Verfiigung. Geht der Taschenrechner T-1 bereits beim 1. Versuch in Stockwerk hg kaputt,
muss unterhalb von hg getestet werden (genauer: in den Stockwerken 1 bis hg — 1). In diesem
Fall hat man dafiir dann nur noch N — 1 Versuche mit P — 1 Prototypen zur Verfiigung. Daraus
ergibt sich folgende Rekursionsformel fiir das erreichbare Stockwerk:

hN,P)=1+h(N—1,P)+h(N—1,P—1), N,P>1.



Max. Testhohe h(N, P)
N|P=1 P=2 P=3
1 1 1 1
2 2 3 3
3 3 6 7
4 4 10 14
5 ) 15 25
6 6 21 41
7 7 28 63
8 8 36 92
9 9 45 129
10 10 55 175

Einsetzen von N und P mit den Startwerten hA(NN,1) = N und A(1, P) = 1 in die Rekursionsfor-
mel liefert die folgende Tabelle fiir N < 10 Versuche und P = 1, 2,3 Prototypen:

Der Tabelle entnehmen wir, dass der neue Taschenrechner Rock Bottom in der Teststrategie mit
P = 3 Protoptypen und N = 5 Versuchen bis zum 25. Stockwerk unbeschadet bleiben sollte.

Desweiteren ist aus der Tabelle ersichtlich, dass man mit 2 Prototypen und 4 Versuchen 10
Stockwerke testen kann. (Man kann sich das auch analog zur Vorgehensweise bei (b) iiberlegen,
dazu braucht man die Tabelle nicht.) Es bietet sich folglich eine Strategie an, bei der man mit
dem ersten Prototypen im 11. Stockwerk startet. Verlauft dieser Test negativ, muss man mit
den verbleibenden 2 Prototypen in den 10 Stockwerken darunter testen. Oberhalb sind es sogar
nur 9 Stockwerke, die mit 4 weiteren Versuchen iiberpriift werden kénnen.

Die folgende Tabelle zeigt ein mogliches Testschema fiir 3 Prototypen und 5 Versuche. Zu lesen
ist sie von links nach rechts, wobei man bei einem positiven Versuch zum néchsthoheren Kreuz
weiter rechts springt (z.B. von 11 zu 18), sonst zum niedrigeren weiter rechts (z.B. von 11 zu 4).

Stockwerk Versuch
1. 2. 3. 4. 5.

20 X
19 X
18 X
17 X
16 X
15 X
14 X
13 X
12 X
11 X
10 X
9 X
8 X
7 X
6 X
5 X
4 X
3 X
2 X
1 X
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Aufgabe 3: Vielecke und Projektionen auf Geraden

a)

(Aufgabe (a): 8 Punkte, (b): 2 Punkte, (c): 8 Punkte, (d): 2 Punkte)

Gegeben sind drei Geraden in der Ebene, die sich alle im Ursprung schneiden. Seien P und @
beliebige Punkte ungleich dem Ursprung. Seien P;, P, Ps die Lotfupunkte der Lote von P auf
die Geraden und @1, Q2, Qs die Lotfullpunkte der Lote von @) auf die Geraden. Zeige, dass die
Dreiecke Py, P>, P3 und @1, Q2, @3 dhnlich sind.

Seien nun 2026 Geraden in der Ebene durch den Ursprung gegeben, sodass die von den Gera-
den eingeschlossenen Winkel alle gleich sind. Sei wieder P ein beliebiger Punkt ungleich dem
Ursprung. Zeige, dass die Lotfulpunkte auf die Geraden ein regelméfliges Vieleck V7, bilden.

Wir betrachten die gleichen Geraden und den gleichen Punkt P wie in Aufgabe b). An jeder
dieser Geraden spiegeln wir den Punkt P und erhalten so das Vieleck V.

Bestimme das Verhéltnis der Flachen von V7, und V.

Wir betrachten die gleichen Geraden wie in Aufgabe b). Sei zusétzlich K ein beliebiger Kreis,
der den Ursprung im Inneren enthélt, aber fiir den der Ursprung nicht der Mittelpunkt ist. Der
Kreis schneidet aus den Geraden jeweils eine Sehne aus. Zeige, dass die Mittelpunkte der Sehnen
ein regelméfiges Vieleck bilden.

Lésungsvorschlag:

a)

Sei U der Ursprung und sei Qp der Kreis mit Durchmesser U P. Nach dem Satz des Thales liegen
dann die Punkte P, Py, P3 auf dem Kreis Qp, da LZUP,P = LZUP,P = ZUP3P = 90°.

lo
P/

Seien die drei Schnittwinkel der drei Geraden mit «, 3, bezeichnet (griin, rot, blau). Die drei
Punkte Py, Ps, P53 teilen den Kreis Qp in drei Kreisbogen auf. Der Ursprung liegt auf einem
der drei Kreisbogen; ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass U auf dem
Kreisbogen zwischen P; und P liegt (sieche Abbildung). Nach dem Umfangswinkelsatz ist dann
der Winkel /Py P3P, gleich dem Winkel Z/P,U P, = 3. Ebenfalls nach dem Umfangswinkelsatz
erhilt man /P, Py P3 = Z/P,U P3y = . Nach der Winkelsumme im Dreieck P P, Ps gilt ferner fiir
den dritten Winkel /P3P, P; = 180° — /P, P3P, — /P, P, P3. Mit der vorigen Uberlegung liefert



c)

dies /P3P, Py = 180° — 8 — . Da £; und ¢ den 180° Winkel an der Gerade {3 in U unterteilen,
gilt ferner a = 180° — B — v = LP3 Py Py.
Folglich sind die drei Winkel des Dreiecks P; Po Ps genau die drei Winkel «, 8, . Da dies ebenso

fiir das Dreieck Q1Q2Q3 folgt, haben die zwei Dreiecke die gleichen Winkel und sind somit
dhnlich.

Sei ¢ der Winkel zwischen zwei aufeinanderfolgenden Geraden. Wie bei a) liegen die Lotfuf3-
punkte Py, Py, ..., Pyog auf dem Thaleskreis K iiber der Strecke UP. Wir kénnen bis auf Um-
benennung der Punkte annehmen, dass P in der Region zwischen den Geraden £; und fo026 liegt
und P; den Lotfupunkt auf die Gerade ¢; bezeichnet fiir i € {1,...,2026}. Jede der Strecken
P, P; 1 ist eine Sehne iiber dem Winkel 2¢ im Kreis K. Nach dem Umfangswinkelsatz sind diese
Strecken gleich lang.

Sei P! das Spiegelbild von P an der Geraden ¢;. Per Konstruktion ist der Lotfupunkt P; der Mit-
telpunkt der Strecke PP/. Damit ist das Vieleck Vg das Bild des regelméfiigen Vielecks V7, unter
der zentrischen Streckung mit Zentrum P und Streckungsfaktor 2. Der Flicheninhalt A eines
regelmifBigen Vielecks lisst sich berechnen durch A = Eckenanzahl- Seitenlédnge - Inkreisradius/2.
Dies sieht man z.B. dadurch, dass der Inkreisradius genau das Lot vom Kreismittelpunkt auf
eine Seite ist. Da durch die Streckung um den Faktor 2 sowohl die Seitenlédnge als auch der
Inkreisradius verdoppelt wurde, ist folglich die Fliche von Vg ein 22 = 4-faches der Fliche von
VL.

Sei Z' der Mittelpunkt des Kreises K. Nach der Eigenschaft von Mittelsenkrechten haben die
Lote von Z' auf die Geraden genau die Mittelpunkte der Sehnen als LotfuSpunkte. Damit kénnen
wir b) anwenden fiir P = Z’ und erhalten, dass die Mittelpunkte ein regelmifliges Vieleck bilden.
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Aufgabe 4: Kiirbisse tragen

(Aufgabe (a): 8 Punkte, (b): 3 Punkte, (c): 4 Punkte

Eine Gruppe Opas beschlieit, einen riesigen Topf Kiirbissuppe zu kochen. Nun miissen sie entscheiden,
wer welche Kiirbisse tragen wird. Jeder Kiirbis wiegt hochstens 10 kg. Was ist die Mindestanzahl an
Opas, die schlimmstenfalls zum Tragen benétigt werden, wenn der Einkauf und die Fitness der Opas
wie in den Aufgabenteilen (a)-(c) beschaffen sind? Uberlegt jeweils, was eine ungiinstige Gewichtsver-
teilung ist, sodass besonders viele Opas notig sind.

(a)

(b)

()

Sie haben 6 Kiirbisse mit einem Gesamtgewicht von 30 kg gekauft. Jeder Opa kann hochstens 10
kg tragen.

Sie haben einige Kiirbisse gekauft, deren Gesamtgewicht 20 kg betréigt. Jeder Opa kann héchstens
10 kg tragen.

Sie haben einige Kiirbisse mit einem Gesamtgewicht von 200 kg gekauft. Jeder Opa kann héchstens
40 kg tragen.

Losungsvorschlag:

(a)

Die Antwort ist 5 Opas.

An folgender Verteilung sieht man, dass 4 Opas nicht geniigen: 4,5.2,5.2,5.2,5.2,5.2. Da zwei
5.2-kg Kiirbisse nicht zusammen getragen werden kénnen, kann jeder Opa hochstens einen dieser
Kiirbisse tragen.

Nun zeigen wir, dass fiinf Opas ausreichen. Wir teilen die sechs Kiirbisse beliebig in drei Paare
auf. Hétte jedes Paar zusammen mehr als 10 kg, dann wére das gesamte Gewicht der Kiirbisse
grofer als 3 - 10 = 30, was der Voraussetzung widerspricht.

Folglich gibt es ein Paar, das nicht mehr als 10 kg wiegt. Dieses Paar kann von einem einzelnen
Opa getragen werden. Dariiber hinaus gibt es dann nur noch vier Kiirbisse, die jeweils einzeln
von den anderen vier Opas getragen werden konnen.

Die Antwort ist 3 Opas.

Zuerst bemerken wir, dass zwei Opas nicht ausreichen, falls es z.B. drei Kiirbisse mit jeweils ?
kg sind, da dann kein Opa zwei davon tragen kann wegen 2 -20/3 = 13+ 1/3 > 10.

Es sei n die Anzahl der Kiirbisse, die zusammen 20 kg wiegen. Wir konnten dann n — 1 ganze
Kiirbisse so auf 2 Opas verteilen, dass jeder der beiden weniger als 10 kg zu tragen hat. Den n-ten
Kiirbis miissten wir dann so in 2 Teile zerschneiden und so an die Opas geben, dass jeder der
beiden Opas dadurch genau 10 kg zu tragen hat. Aber anstelle den n-ten Kiirbis zu zerschneiden,
geben wir ihn stattdessen einem dritten Opa. Also sind 3 Opas immer ausreichend um n Kiirbisse
mit einem Gesamtgewicht von 20 kg zu tragen.

Die Antwort ist 6 Opas.

Dass 5 Opas nicht geniigen sieht man folgendermafien. Man nehme 21 Kiirbisse jeweils mit Ge-

wicht % kg. Jeder Kiirbis hat dann ein Gewicht kleiner 10 kg und das Gesamtgewicht ist 200
kg. Allerdings gilt

200 1000

21 21

Folglich kann kein Opa 5 dieser Kiirbisse tragen; jeder Opa kann hochstens 4 davon tragen. Damit
konnen 5 Opas hochstens 20 Kiirbisse tragen, aber es sind 21.

> 40 .

Nun zeigen wir, dass 6 Opas ausreichend sind. Die Anzahl der beteiligten Opas sei also 6 und die
Anzahl der Kiirbisse mit dem Gesamtgewicht von 200 kg sei n. Wir nummerieren die Kiirbisse
nach ihrem Gewicht so, dass ihr Gewicht mit wachsender Nummer monoton abnimmt; also Kiirbis



1 ist der schwerste und Kiirbis k£ > 1 wiegt hochstens so viel wie Kiirbis k 4 1 fiir alle kK < n. Der
Reihe nach vergeben wir die so geordneten Kiirbisse an den néchstbesten der 6 Opas, der dieses
Gewicht noch aufnehmen kann.

Angenommen, diese Vorgehensweise kdme zum Abbruch, weil wir bei einem Kiirbis mit einer
Nummer k£ < n, mit dem Gewicht von x kg angelangt sind, mit dem jeder der 6 Opas das
zuléssige Gesamtgewicht von 40 kg iiberschreiten wiirde. Dann wéren jedem der 6 Opas bereits
Kiirbisse mit einem Gewicht von mehr als (40 — x) kg zugeteilt worden. Das Gesamtgewicht Gj_q
der bereits an die 6 Opas verteilten Kiirbisse wire damit grofler als

6- (40 — ) = (240 — 62) kg .

Andererseits wissen wir, dass das Gesamtgewicht der n Kiirbisse 200 kg betréigt. Daher muss
Gj—1 geringer als (200 — x) kg sein. Es folgt

200—x>240—6x = br>40 = x>8.

AuBlerdem ist z < 10, da nach Voraussetzung jeder der n Kiirbisse maximal 10 kg wiegt. Jedem
Opa sind also bereits Kiirbisse mit einem Gesamtgewicht von mehr als 40 — x > 30 kg zugeteilt
worden. Damit die 30 kg iiberschritten werden, muss jeder Opa somit bereits 4 Kiirbisse haben.
Zusammen haben die 6 Opas also mindestens schon 6 - 4 = 24 Kiirbisse. Kiirbis k£, bei dem nach
Annahme das Verteilungsproblem auftrat, ist also mindestens der 25. Kiirbis. Da wir die Kiirbisse
mit monoton fallendem Gewicht geordnet hatten, wiegt jeder dieser £ > 25 Kiirbisse mindestens
x > 8 kg. Damit wire die Gesamtmasse aller n Kiirbisse strikt grofler als 25 - 8 = 200 kg, was
ein Widerspruch zur Voraussetzung ist. Also sind 6 Opas stets ausreichend, um n Kiirbisse mit
einem Gesamtgewicht von 200 kg zu tragen.
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Aufgabe 1: Tadellose Zahlen a): 1 Punkt, b): 3 Punkte, ¢): 2 Punkte, d): 4 Punkte

a)

b)
c)

d

Eine Zahl n e N ={1,2,3,...} heillt tadellos, wenn sie die Gleichung nP=m-1-(n-2)---2-1+1 erfiillt.
Welche der Zahlen n = 2,3, 4,5 sind tadellos und welche nicht?

Listet alle tadellosen Zahlen n = 2 auf. Begriindet eure Antwort.

Sei n = 5 (nicht notwendig tadellos), n=a-bmit a,beN, a = b. Zeigt: b < §.

Eine Zahl n heil3t respektabel, wenn n?

Zahlen n = 2 sind prim.

ein Teiler von (n—1)- (n—2)---1+ 1 ist. Zeigt: Alle respektablen

Losungsvorschlag:

a)

b)

c)

5 ist tadellos, die anderen Zahlen sind es nicht.
Sei n = 6. Dann ist
(n-1(n-2)(n-3)>2(n-1)(n—2)=2n*-6n+4>2n*—6n=n’+ (n*-6n) = n°.
Also kann n = 6 nicht tadellos sein. Also besteht die Menge der tadellosen Zahlen genau aus der Zahl 5.

Wir zeigen zuerst, dass b < y/n. Angenommen, das sei nicht so. Dann haben wir a = b > y/n und insge-
samt n = ab > /n-+v/n = n, ein Widerspruch. Nun gilt

n
bs\/ﬁ<5,

die letzte Ungleichung folgt, weil y/n > 2 ist.

d) Wir wissen, dass die Aussage stimmt fiir n € {2, 3,4}. Wir zeigen dass, wenn n = 5 nicht prim ist, dass n

dann nicht respektabel ist. Sei n = ab mit a = b > 1, a,b € N. Dann ist b < § nach der letzten Teilauf-
gabe, d.h., 2b < n. Weil b eine ganze Zahl ist, kdnnen wir sagen, dass 2b < n — 1. Somit sind sowohl b
als auch 2b in dem Produkt (n—1)(n—2)...1 enthalten. Das heift, (n—1)(n—2)...1 ist durch b? teilbar,
alsoist (n—1)(n—2)...1+ 1 nicht durch b? teilbar. Das ist ein Widerspruch, denn n? = a?b?. Das heiRt,
n kann nicht respektabel sein.
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Aufgabe 2: Scheibenwischer a): 1 Punkt, b): 3 Punkte, c): 6 Punkte

Es soll die Fliche berechnet werden, die von verschiedenen Scheibenwischermodellen eines Fahrzeugs
uberstrichen wird. Die Windschutzscheiben werden als ebene Flichen betrachtet.

a) Ein erstes Fahrzeug ist mit einem einzigen Wi-
scherblatt ausgestattet, das von einem Metallarm
der Linge 60 cm getragen wird. Dieser Arm wird B
durch eine Strecke OB modelliert. Sei A der Punkt
auf OB mit |OA| = 15cm. Das Gummiwischerblatt

wird durch die Strecke AB modelliert (siehe Abbil- A
dung 1).

Berechnet den Flacheninhalt der vom Wischerblatt -
tiberstrichenen Fldache, wobei davon ausgegangen 0
wird, dass es um den Punkt O einen Winkel von Abbildung 1

180° {iberstreicht.

b) Die Windschutzscheibe eines zweiten Fahrzeugs
besitzt zwei Scheibenwischer, die durch zwei Stre-
cken OB und O'B’ gleicher Linge r modelliert wer-

B den. Der eine dreht sich um einen Punkt O, der an-
dere um einen Punkt O', wobei |OO'| = r gilt (siehe

(') g Abbildung 2). Die Gummiwischerblétter bedecken
0 die gesamte Linge der jeweiligen Strecke. Das du-
Abbildung 2 Rere Ende jeder Strecke beschreibt einen Halbkreis

oberhalb der Geraden OO'.
Berechnet den Flicheninhalt der von den Wischerblittern {iberstrichenen Flache in Abhingigkeit von
r.

c) Ein drittes Fahrzeug ist mit einem Scheibenwischer
ausgestattet, dessen Metallhalterung durch die Ver-
einigung zweier Strecken modelliert wird (siehe
Abbildung 3): eine Strecke AB, die das Gummi-
wischerblatt auf ihrer gesamten Linge trigt, und B
eine Strecke OC, die den Drehpunkt O mit einem
Punkt C auf der Strecke AB verbindet, so dass ~—¢
Z/0OCA =30° |CB| =4-|CA| und |OC| = V3-|CA|. oA
Man setzt |CA| =: a. Abbildung 3

(i) Zeigt, dass das Dreieck AOC gleichschenklig ist.

Wenn der Scheibenwischer die Windschutzscheibe wischt, dreht er sich um den Punkt O. Zu Beginn
des Wischvorgangs befindet sich das Gummiwischerblatt in horizontaler Position, dargestellt durch die
Punkte A, B und C. Am Ende des Wischvorgangs befindet sich das Wischerblatt an den Punkten A’, B’
und C’, so dass die Strecke OA’ horizontal ist (siehe Abbildung 3).

(i) Driickt den Fldcheninhalt der vom Wischerblatt iiberstrichene Flache als Funktion von a aus.

Losungsvorschlag:
a) DerFliacheninhaltist die Differenz der beiden Flacheninhalte zweier Halbkreise mit Radien 60 cm und 15 cm:

AIETE(GOCIH) —En(ISCm) :Tncm :Tncm .



b) Sei C der Schnittpunkt der beiden Halbkreise. Dann C

c)

ist das Dreieck OO’ C gleichseitig mit Seitenlédnge r.

0] o
Abbildung 4
Wir berechnen den Flacheninhalt mittels Inklusion-Exklusion folgendermafen: Wir addieren zunédchst
die Flachen der beiden Halbkreise, miissen dann aber die Flache des Schnittes abziehen. Diese berech-
nen wir, indem wir zundchst die Fldche des Kreissektors mit Mittelpunkt O, begrenzt durch die Strecken
OC und OO’ und den Kreisbogen CO', und die Fliiche des Kreisbogens mit Mittelpunkt O’ durch C und
O addieren und schlieflich die Flache des Dreiecks ABC wieder abziehen. Insgesamt rechnen wir also

IR WWAWAN

Der Flidcheninhalt des Halbkreises ist £ r2.

Da das Dreieck OCO' gleichseitig ist, hat der Kreissektor einen Winkel von 60° und somit Flicheninhalt

.2
5T

Das gleichseitige Dreieck OCO’ hat Hohe L7 (dann gilt h? + (%)2 = r?). Somit ist der Fldcheninhalt
V3 f 2.

r—r—

Insgesamt erhalten wir also

(i) Das Dreieck OAC hat Seitenlingen a und v/3 - a sowie einen Win-
kel ZOCA = 30°. Wir erweitern das Dreieck zu einem rechtwink-
ligen Dreieck mit dritter Ecke H, welches also Winkel 30°,60° und
90° besitzt. Dieses ist genau ein halbiertes gleichseitiges Dreieck, so-

mit ist |Iglg\| 2, also IOH | = V3 4. Also gilt nach Pythagoras |CH|? =
|OCI? - |OH? = 3a* - 3 a* = 2 a? und somit |CH| =

=34

Abbildung 5
Folglichist |[AH| = |CH| - |AC| = %a —a= % Mit Pythagoras folgt schlief3lich

3, 1
|0AP = |0HP +|AHP = S a® + 2 a* = a°,

also |OA| =

(i) Der Winkel, um den sich der Scheibenwischer gedreht hat, ist der Winkel Z/C'OC = ZA'OA =
ZC'A’O. Hier gibt es verschiedene Moglichkeiten, zu argumentieren, dass dieser Winkel 120°
misst.

e Ist X ein beliebiger Punkt links von O auf der horizontalen Gerade durch O (siehe Abbil-
dung 6), so ist ZA'OA =180° — ZAOC — ZCOX. Der Winkel ZCOX ist ein Stufenwinkel zum
Winkel ZOCA =30° und, da OAC gleichschenklig ist, ist ZAOC = ZOC A Somit bewegt sich
der Wischer um 180° —30° —30° = 120°.

e Ist X ein beliebiger Punkt links von O auf der horizontalen Gerade durch O (siehe Abbil-
dung6), soist ZC'OC = 180° - ZA'OC’' - ZCOX. Der Winkel ZA’OC’ entsteht durch Drehung
aus dem Winkel ZAOC. Somit folgt wie in der ersten Variante, dass Z/C'OC = 120°.

* Der Winkel entspricht dem Drehwinkel des Wischerblatts, welches sich anfangs in horizon-
taler Lage befindet. Dies ist genau der Winkel ZC’A’O. Da das Dreieck OA'C’ kongruent
zum Dreieck OAC ist, ist es gleichschenklig mit Winkel ZA’OC’ = ZOC' A’ = 30°. Somit ist
ZC'A'0=180°-2-30°=120°.



Abbildung 7

Wie wir in Teil (i) gesehen haben, ist |OA| = a, also hat der innere Kreis den Radius a. Um den
quadrierten Radius des dulleren Kreises zu berechnen, betrachten wir das rechtwinklige Dreieck,
das wir durch Verléingern der Strecke AB erhalten, sieche Abbildung 7. In Teil (i) berechneten wir
bereits |OH| = a und |CH| = —a Aullerdem ist |BC| = 4a, also |BH| = a Somit ergibt sich

nach Pythagoras IOBI2 = (Ta)z + (\/7561)2 = 1214342 = 3142

Seien T und T’ die beiden Schnittpunkte der Strecken OB bzw. OB’ mit dem inneren Kreis, siehe
Abbildung. Die Punkte A, B und T werden durch eine Rotation um O um einen Winkel von 120°
auf A’, B’ und T’ abgebildet. Da Rotationen Flacheninhalte erhalten, hat die durch die Strecken
AB und BT sowie den Kreisbogen TA begrenzte Fliche denselben Fldcheninhalt wie die durch
A'B,B'T und T'A' begrenzte Fliche. Daher hat die gewischte Fliche denselben Flicheninhalt
wie die Differenz der Kreissektoren um O durch B und B’ bzw. durch T und 7’. Diese berechnet
sich als % (31a? — a?) = 10ma®.
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Aufgabe 3: Aufgabenverteilung a): 2 Punkte, b): 2 Punkte, c): 2 Punkte, d): 4 Punkte

Bevor Ekin und Sven zusammen Doner essen gehen kénnen, miissen sie noch n Aufgaben erledigen. Jede
Aufgabe kann nur von einer Person alleine erledigt werden, und jeder kann nur an einer Aufgabe gleichzeitig
arbeiten. Die Dauer jeder Aufgabe ist unabhingig davon, wer sie erledigt. Da die beiden hungrig sind und
ihre Doner nur zusammen essen wollen, ist ihr Ziel, méglichst friih alle Aufgaben erledigt zu haben. Anders
ausgedriickt wollen sie die groBere ihrer beiden Arbeitszeiten minimieren.

a) Ekin und Sven wollen fiinf Aufgaben erledigen, die jeweils 3min, 5min, 6 min, 7min und 11 min dau-
ern? Wie sollten sie die Aufgaben untereinander aufteilen, um mdéglichst friih alle Aufgaben erledigt zu
haben? Nach wie vielen Minuten sind dann alle Aufgaben fertig? Begriindet, dass es nicht mdoglich ist,
frither fertig zu werden.

b) Wir betrachten nun Aufgaben, die 1,2,4,...,2" ! Minuten dauern. Was ist nun der frithestmogliche
Zeitpunkt, bis zu dem alle Aufgaben abgeschlossen werden konnen? Begriindet wieder, dass ein friihe-
rer Zeitpunkt nicht méglich ist.

Wir betrachten jetzt allgemeine Aufgabendauern (immer in ganzen Minuten). Anstatt sich eine optimale
Aufgabenverteilung zu iiberlegen, einigen sich Ekin und Sven darauf, dass jeder, wenn er gerade nichts zu
tun hat und noch Aufgaben {ibrig sind, einfach mit irgendeiner noch nicht bearbeiteten Aufgabe weiter-
macht.

c) Findetein Beispiel, in dem die beiden bei optimaler Aufgabenverteilung nach C € N Minuten fertig wer-
den kénnten, aber mit dem oben beschriebenen Vorgehen und einer ungiinstigen Auswahl der jeweils
nichsten Aufgaben erst nach %C € N Minuten fertig werden.

d) Sei nun C die Dauer bis zum Abschluss der letzten Aufgabe bei einer optimalen Aufgabenverteilung.
Beweist, dass Ekin und Sven mit ihrer oben beschriebenen Aufteilungsstrategie fiir beliebige Aufgaben-
dauern niemals ldnger als %C bendtigen.

Lésungsvorschlag:

a) Eine Person, sagen wir Ekin, sollte die Aufgaben mit Ldngen 3 min, 6 min und 7 min machen, und Sven
sollte dann die Aufgaben der Lidngen 5min und 11 min iibernehmen. Da beide eine Arbeitszeit von
genau 16 Minuten haben, wird die letzte Aufgabe nach 16 Minuten fertig. Man kann nicht friiher fertig
werden, da das Gesamtpensum von 32 min von zwei Personen erledigt werden muss. Dann muss es
eine Person geben, die mindestens die Hilfte, also 16 min tibernimmt.

b) Indiesem Fall sollte Ekin alle Aufgaben mit Dauern 1,2, ... ,2"2 {ibernehmen, wihrend Sven die langste
Aufgabe, welche 2"~1 Minuten dauert, iibernimmt. Da

2042ty qon 2 opnl )

wird Ekin eine Minute vor Sven fertig.

Die letzte Aufgabe endet schlieBlich nach 2”~! Minuten. Ein friiherer Abschluss ist nicht méglich, weil
die ldngste Aufgabe von irgendjemandem erledigt werden muss.

¢) Wir betrachten drei Aufgaben, welche 1 min, 1 min und 2 min dauern. Als erstes beginnen Ekin und
Sven jeweils mit einer der beiden kurzen Aufgaben. Nach einer Minute {ibernimmt eine der beiden
Personen die verbleibende Aufgabe, wihrend die andere Person warten muss. Die beiden brauchen al-
so insgesamt 3 min. Hétten sie die Aufgaben so aufgeteilt, dass eine Person die beiden kurzen Aufgaben
und die andere die lange Aufgabe iibernimmt, so wéren sie bereits nach C = 2min fertig geworden.



d) Wir betrachten den Zeitpunkt S, zu dem die zuletzt fertig werdende Aufgabe gestartet wird. Da die Auf-
gabe nicht frither begonnen wurde, miissen Ekin und Sven bis dahin mit den n — 1 anderen Aufgaben
beschiftigt gewesen sein. Somit ist die Gesamtdauer dieser 7 — 1 Aufgaben mindestens 28S. Sei auller-
dem p die Dauer der letzten Aufgabe. Folglich ist die Gesamtdauer aller Aufgaben mindestens 25 + p.
Somit muss in der optimalen Aufgabenverteilung eine Person mindestens die Hilfte davon machen,
alsoC=S+ g. AuBerdem muss irgendjemand die letzte Aufgabe erledigen, also C = p.

Ekin und Sven werden zum Zeitpunkt S + p fertig. Da

=—-C,

C
S+p:S+B+BSC+—
2 2 2

N w

folgt die Behauptung.
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Aufgabe 4: Tiirme a): 1 Punkt, b): 1 Punkt, c): 2 Punkte, d): 3 Punkte, e): 3 Punkte

Als Brett bezeichnen wir eine quadratische Anordnung von n? Feldern, weiRen und grauen, die n Zeilen und
n Spalten der Lange n bilden. Die Abbildung zeigt vier Bretter A, B, C und D. Ist ein Brett vorgegeben, dann
ist Ny die Anzahl der Méglichkeiten, k Tiirme auf weille Felder des Brettes zu stellen, so dass sich die Tiirme
paarweise nicht schlagen kénnen, d.h., in jeder Zeile und Spalte des Brettes steht hochstens ein Turm (ein
Turm zieht waagerecht oder senkrecht beliebig viele Felder, solange keine andere Figur im Weg steht; wenn
eine Figur im Weg steht, wird sie geschlagen). Fiir das Brett A gilt N} =6, N, =7 und N3 = 1.

a)
b)
c)

d

e)

Bestimmt die Werte Ny, N», N3, Ny, N5, Ng, N7, Ng fiir Brett B.
Bestimmt allgemein fiir i = 1,..., n die Werte N; fiir ein Brett vom Typ B mit Seitenlénge 7.
Bestimmt die Werte N, und N3 fiir Brett C.

Bestimmt die Werte N, N3, Ny, N5 fiir ein Brett vom Typ D mit Seitenldnge 5. Das abgebildete Brett hat
Seitenldnge 8.

Bestimmt allgemein fiir i = 1,..., n die Werte N; fiir ein Brett vom Typ D mit Seitenldnge n.

A B C D

Lésungsvorschlag:

a)

b)

)

N1:8,N2:28,N3:56,N4:70,N5:56,N6:28,N7:8,N3:1.

Jede Auswahl von k weilen Feldern (0 < k < n) liefert eine nichtschlagende Turmkonfiguration.
n(n-1..(n—k+1)
k!

Daher ist Ni = (). Der Binomialkoeffizient (}) = k!(:i o = i ist ein geschlossener Aus-
druck fiir die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge.

Fiir Brett C muss man sich die Miithe machen, die Moglichkeiten systematisch aufzulisten. Das Ergeb-
nis ist: Ny = 34, N3 = 46. Fiir mich ist es hilfreich, die weien Felder zu nummerieren und den Kon-
fliktgraphen zu betrachten. Die Zahl Ny ist die Anzahl der unabhdingigen Mengen der Kardinalitét k im
Konfliktgraphen. Eine Menge von Knoten in einem Graphen ist unabhédngig wenn keine zwei Knoten
der Menge durch eine Kante verbunden sind.

2 Tiirme Es gibt 10 weile Felder. Um zwei Tiirme zu platzieren, also erst einmal 45 Moglichkeiten,
zwei Tlirme irgendwie auf weilen Feldern zu platzieren. Wir miissen allerdings alle verbotenen Paare
abziehen. Dabei gibt es 5 Paare, bei denen die Tiirme in derselben Spalte stehen und 6 Paare, bei denen
die Tiirme in derselben Zeile stehen, also bleiben 34 Moglichkeiten.

3 Tiirme Hier kann man zum Beispiel unterscheiden, auf welchem der Felder in der zweiten Zeile ein
Turm steht.

e Steht dort kein Turm, so kénnen wir nach den Tiirmen in der vierten Zeile unterscheiden. Steht
dort auch keiner, so miissen die drei Tiirme in den Zeilen 1, 3 und 5 stehen. Hierfiir gibt es nur 1
Moglichkeit. Wir haben zwei Moglichkeiten, einen Turm in die vierte Zeile zu stellen, und fiir jede
miissen wir noch 2 Tiirme auf die 1., 3. und 5. Zeile zu stellen. Dafiir gibt es jeweils 6 Moglichkei-
ten, also insgesamt 12 Moglichkeiten.

¢ Steht ein Turm in der ersten Spalte, so miissen wir zwei Felder auf das verbleibende Brett stellen,
das man durch Loschen der ersten Spalte und zweiten Zeile erhilt. Wie fiir N, haben wir (g) —-4=
11 Moglichkeiten.



¢ Steht ein Turm in der dritten Spalte, so miissen wir wieder zwei Tiirme auf dem Brett verteilen,

bei dem die zweite Zeile und die mittlere Spalte fehlen. Dafiir gibt es (g) —4 =11 Moglichkeiten.

* Steht ein Turm in der fiinften Spalte, so erhalten wir mit demselben Argument (g) -4 =11 Mog-
lichkeiten.

d) Jedes weille Feld ist mit genau einem anderen weiflen Feld in derselben Zeile und mit genau einem
anderen weillen Feld in derselben Spalte. Daher steht es immer mit genau zwei anderen Feldern in
Konflikt. Der Konfliktgraph eines Bretts D mit Seitenldnge 7 ist ein Kreis mit 2n Knoten. Hier geht es
also um einen Kreis der Lange 10. Die gesuchten Zahlen sind: N} = 10, N, = 35, N3 =50, Ny =25, N5 = 2.

e) Wir wollen die Anzahl N;. der unabhéngigen Mengen der Gréf3e k in einem Kreis C,,, der Linge m be-
stimmen. Wir geben dem Kreis eine Orientierung so dass jeder Knoten einen Nachfolger hat. Sei S eine
unabhingige Menge der Grol3e k im Kreis C,,. Verbindet man jeden Knoten in S mit seinem zweiten
Nachfolger und 16scht den direkten Nachfolger, dann bekommt man eine k-elementige Teilmenge in
einem Kreis C,,_. Wir wollen diese Beobachtung fiir eine exakte Zdhlung nutzen.

Eine unabhdingige Menge mit Kopf ist ein Paar (S, s) bestehend aus einer unabhingigen Menge S und
einem ausgewdhlten Element s € S. Beobachtung: Die Anzahl der unabhéingigen Mengen mit Kopf der
Grolle kist k- Ng.

Wir beschreiben nun einen Prozess, mit dem wir jede unabhéngige Mengen mit Kopf der Grof3e k ge-
nau 1 mal erzeugen. Zuerst wihlen wir einen der m Knoten des Kreises als Kopf.

Nun l6schen wir den Kopf und seinen Nachfolger und betrachten einen Pfad der Linge m—2—(k—1).In
diesem Pfad wihlen wir eine Menge von k—1 Knoten, dafiir gibt es (" _Zk__(lk =" _kl_ ') Moglichkeiten.
Jetzt fiigen wir hinter jedem der gew#hlten Knoten einen neuen Knoten in den Pfad ein. So erhalten wir
eine unabhingigen Mengen der Grof3e k—1 auf einem Pfad der Linge m —2, allerdings gehort der letzte
Knoten des Pfades nicht zur unabhingigen Menge. Diesen Pfad mit unabhéngiger Menge hingen wir
an den Nachfolger des Kopfes und sein Ende an den Kopf. So bekommen wir eine unabhédngige Menge
der Gro8e k mit Kopf im Kreis C,.

Also ist k- Ny = m(™.*1). Die resultierende Formel Ny = (™, *"!) kann man noch ein bisschen um-

formen und hiibscher machen:
No = m [m-k
Fm—k| k|

Zusatzbeobachtung: Wenn wir mit Ny (m) die Anzahl der unabhidngigen Mengen der Gré3e k im Kreis Cy,
bezeichnen, dann gilt die Rekursion

Ni(m) = Ne(m—1) + N1 (m—2).

Als Anfangsbedingungen kann man N;(3) =3, N2(3) =0, N1 (4) =4, N»>(4) =2und N;(j) =0fiiralle i >2
und j € {3,4} verwenden.



